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放缩法通关 100 题（含答案）

1.由下列不等式：� � �
�
，� ‴ �

�
‴ �

�
� �，� ‴ �

�
‴ �

�
‴� ‴ �

�
� �

�
，� ‴ �

�
‴ �

�
‴�‴ �

�t
� �，�，你能得

到一个怎样的一般不等式?并加以证明．

2.数列 �� 各项均为正数，�� �
�
�
，且对任意的 � � ��，都有 ��‴� � �� ‴ t��� t � h ．

（1）求
t

�‴t��
‴ t

�‴t��
‴ �

��
的值；

（2）若 t � �
�h��

，是否存在 � � ��，使得 �� � �，若存在，试求出 � 的最小值，若不存在，请

说明理由．

3.已知正项数列 �� 的前 �项和为 ��，数列 �� 满足 �� �
���‴��
�

．

（1）求数列 �� 的通项公式；

（2）设数列 �� 满足 �� �
�

��‴� �，它的前 � 项和为 ��，求证：对任意正整数 �，都有 �� �
�
�

成立．

4.已知数列 �� 的前 �项和为 ��，若 ��� � �� � � ��‴� ‴ � � � � ，且 �� � �．

（1）求证：数列 �� 为等差数列；

（2）设 �� �
�

�� ��
，数列 �� 的前 �项和为 ��，证明：�� �

�
�
� � � ．

5.观察下列三角形数表，假设第 �行第二个数为 �� � � �t� � �� ．

\（ \begin{array}{ccccccccccc} & & & & 1 & & & & & & \llap {\cdots\cdots\cdots\cdots\cdots \ } 第 \

1 \行 \\ & & & 2 & & 2 & & & & & \llap {\cdots\cdots\cdots\cdots \ } 第 \ 2 \ 行 \\ & & 3 & & 4 & & 3

& & & & \llap {\cdots\cdots\cdots \ } 第 \ 3 \ 行 \\ & 4 & & 7 & & 7 & & 4 & & \quad & \llap

{\cdots\cdots \ } 第 \ 4 \ 行 \\ 5 & & 11 & & 14 & & 11 & & 5 & & \llap {\cdots \ } 第 \ 5 \ 行 \\ \cdots

& & & & \cdots& & & & \cdots & & \cdots \\ \end{array} \）

（1）归纳出 ��‴� 与 �� 的关系式，并求出 �� 的通项公式；

（2）设 �� � �� � � � � � ，求证：�� ‴ �� ‴�‴ �� � �．

6. 已知一个口袋有 � 个白球，� 个黑球 �t� � ��t� � � ，这些球除颜色外全部相同．现将口袋中

的球随机的逐个取出，并放入如图所示的编号为 �，�，�，�，�‴ � 的抽屉内，其中第 �次取

出的球放入编号为 �的抽屉 � � �t�t�t�t�‴ � ．

� � � � �‴ �
（1）试求编号为 �的抽屉内放的是黑球的概率 �；

（2）随机变量 � 表示最后一个取出的黑球所在抽屉编号的倒数，� � 是 � 的数学期望，证明

� � � �
�‴� ���

．

7.数列 �� 满足 �� �
�
�
，��‴� � �� ‴ ����‴� � h � � �� ．

（1）求数列 �� 的通项公式；

（2）求证：�� ‴ ���� ‴ ������ ‴�‴ ������� � �．

8.已知数列 �� 满足 �� �
�
�
，��‴� � ����� � � �‴ ．

（1）若数列 �� 满足 �� � �� �
�
�
，求证： �� 是等比数列；
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（2）若数列 t� 满足 t� � log���，�� � t� ‴ t� ‴�‴ t�，求证：�� �
� ���

�
．

9.求证：� � � ‴ �
�

�
� �（� � �t� � �‴）．

10.已知 �，�，t均为正实数，求证：

（1）�
�
‴ �

�
� �

�‴�
；

（2） �
��
‴ �

��
‴ �

�t
� �

�‴�
‴ �

�‴t
‴ �

t‴�
．

11.已知数列 �� 前 �项和 �� 满足：��� ‴ �� � �．

（1）求数列 �� 的通项公式；

（2）设 �� �
���‴�

�‴�� �‴��‴�
，数列 �� 的前 �项和为 ��，求证：�� �

�
�
．

12.已知数列 �� 满足 �� � �，��‴� � t�� ‴ t（t，t为常数）．

（1）当 t � �，t � �时，求 ��h�� 的值；

（2）当 t � �，t �� �时，记 �� �
�

����
，�� � �� ‴ �� ‴ �� ‴�‴ ��，证明：�� �

�
�
．

13. 已知数列 �� 按如下方式构成：�� � ht� � � �� ，函数 � � � ln �‴�
���

在点 ��t� �� 处的

切线与 �轴交点的横坐标为 ��‴�．

（1）证明：当 � � ht� 时，� � � ��；

（2）证明：��‴� � ���；

（3）若 �� � ht� ，� � ht� ，求证：对任意的正整数 �，都有 log��� ‴ log��‴�� ‴ �‴

log��‴�� �
�
�
� �

�

���
� � �� ．

14.已知数列 �� 满足 �� � �，�� � �，��‴� � ��� � ����� � � ��t� � �

（1）证明：数列 ��‴� � �� 是等比数列，并求出 �� 的通项公式

（2）设数列 �� 满足 �� � �log� �� ‴ � �，证明：对一切正整数 �，有
�

��
���

‴ �
��
���

‴�‴

�
�����

� �
�
．

15.设 � � ��，�� 是曲线 � � ���‴� ‴ �在点 �t� 处的切线与 �轴交点的横坐标，

（1）求数列 �� 的通项公式；

（2）记 �� � ��
���

�������
� ，证明：�� �

�
��
．

16.设各项均为正数的数列 �� 的前 �项和为 ��，且 �� 满足 ��� � �� ‴ � � � �� � � �� ‴ � � h，

� � ��．

（1）求 �� 的值；

（2）求数列 �� 的通项公式；

（3）证明：对一切正整数 �，有
��‴�
��

� ��‴�
��

�� � ��‴�
��

� �‴ �．

17.已知数列 �� 中，�� � �，��‴� � � � �
��‴�

，数列 �� 满足 �� �
�

��‴�
t � � ��

（1）求数列 �� 的通项公式；

（2）证明：
�
��
� ‴

�
��
� ‴� ‴ �

���
� � .

18.设数列 �� 满足 �� �
�
�
，��‴� � ��� ‴ �� ‴ � � � �� .
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（1）证明：
��‴�
��

� �；

（2）设数列
�
��

的前 �项和为 ��，证明：�� � �．

19.已知数列 �� 满足 �� � �，��‴� �
��

���‴�
．

（1）求证：��‴� � ��；

（2）求证：
�

����
� �� �

��

������
．

20. 若等差数列 �� 的前 � 项和 �� 满足 ��h � �hh，数列 ��，�� � ��，�� � ��，�，�� � ���� 的

前 t项和为 �．

（1）求数列 �� 的通项公式；

（2）若数列 �� 的前 �项和为 ��，�� �
��‴�

��‴��
�，求证：�� �

t
�
．

21.已知点列 �� ��t
�
��

与 �� ��th 满足 ��‴� � ��，����‴�� ���������� � ����‴�� ���������� ，且 �����‴�� ���������� � � �����‴�� ���������� �，其

中 � � ��，�� � �．

（1）求 ��‴� 与 �� 的关系式；

（2）求证：�� � ��
� ‴ ��

� ‴�‴ ��‴�
� � ���．

22.现有
� �‴�

�
（� � �，� � ��）个给定的不同的数随机排成一个下图所示的三角形数阵：

� 第 � 行

� � 第 � 行

� � � 第 � 行

��
��

� � �� � �第 � 行

设�� 是第 �行中的最大数，其中 � � � � �，� � ��．记 �� � �� ����� �� 的概率为 ��．

（1）求 �� 的值；

（2）证明：�� �
C�‴�
�

�‴� �
．

23.已知数列 �� 满足 �� �
�
t
，��‴� �

���
����

，� � ��．

（1）求 ��；

（2）求
�
��

的通项公式；

（3）设 �� 的前 �项和为 ��，求证：
�
t
� � �

�

�
� �� �

��
��
．

24.设数列 �� 满足 �� �
�
�
，��‴� � �� ‴

���

��
� � �� ．
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（1）证明：�� � ��‴� � � � � �� ；

（2）证明：�� �
�

��‴�
� � �� ．

25.已知数列 �� ， �� 中，�� � �，�� � � � ��
�

��‴�
� � �

��‴�
，� � ��，数列 �� 的前 �项和为 ��．

（1）若 �� � ����，求 ��；

（2）是否存在等比数列 �� ，使 ��‴� � �� 对任意 � � �� 恒成立?若存在，求出所有满足条件

的数列 �� 的通项公式；若不存在，说明理由；

（3）若 �� � �� � � � �� � �，求证：h � �� � �．

26.定义：若数列 �� 满足 ��‴� � ���，则称数列 �� 为“平方递推数列”．已知数列 �� 中，�� �

�，点 ��t��‴� 在函数 � � � ��� ‴ ��的图象上．其中 �为正整数．

（1）求 ��，��，并求证：数列 ��� ‴ � 是“平方递推数列”，且数列 lg ��� ‴ � 为等比数列；

（2）设 �� � ��� ‴ � ��� ‴ � � ��� ‴ � ．求数列 �� 的通项公式及 �� 关于 �的表达式；

（3）记 �� �
logt��‴�
logt�� � t �� 的前 �项和为 ��．求证：�� � �对 � � �� 恒成立．

27.（1）已知 � 为常数，且 h � � � �，函数 � � � � ‴ � � � ��，求函数 � � 在 � �� � 上的最

大值；

（2）若 �，�均为正实数，求证：�� ‴ �� � �．

28.已知函数 � � � ln � ‴ � � ��，� � � �
�‴�

� �ln � ‴ � ．

（1）当 � � �时，求 � � 的最大值；

（2）若对 �� � ht ‴� ，� � � h恒成立，求 �的取值范围；

（3）证明 ���
� �

��‴�
� ln�� � �

�
．

29.已知函数 � � � ln� � � � �．

（1）求函数 � � 的最大值；

（2）求证：ln �� ‴ � ‴ ln �� ‴ � ‴ ln �� ‴ � ‴� ‴ ln �� ‴ � � � ‴ �ln�� � � �t� � �� ．

30.设函数 � � � ��ln�，� � � ��� � ��．

（1）求函数 � � 的最小值；

（2）若存在 � � ht ‴ � ，使 � � � � � 成立，求实数 �的取值范围；

（3）若使关于 �的方程 � � � � � � h 在 e�
�
�te� （其中 e � �h���� 为自然对数的底数）上

有解的 �的最小值为 ��，数列 �� 的前 �项和为 ��，求证：�� � �．

31.已知数列 �� 满足 �� � �� � �，� � � �
��
‴ �

��
‴�‴ �

��
，� � � � �� � � � � � ，� � ��．

（1）求证：� � � �
�
；

（2）求证：当 � � �时，� � � �
�
．

32.已知数列 �� ，�� � �，前 �项和为 ��，且满足 �� �
����

�����
� � � ．

（1）求证：数列
�
��

是等差数列；

（2）证明：当 � � �时，�� ‴
�
�
�� ‴

�
�
�� ‴���‴

�
�
��＜

�
�
．

33.设数列 �� 满足 ��� �
��‴�
�
� � �，� � ��．
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（1）证明：���� � ���� ���� � � ，� � ��；

（2）若 ���� �
�
�

�
，� � ��，证明：���� � �，� � ��．

34.已知 �� 满足 ����‴� � �‴ � �� � � N� ，且 ��t�t��� 成等差数列．

（1）求数列 �� 的通项公式；

（2）若数列 �� 满足 �� � sin π�� ，�� 为数列 �� 的前 �项和，求证：对任意 � � N�，�� �

� ‴ π．

35. 设实数 ��，��，�，�� 满足 �� ‴ �� ‴�‴ �� � h，且 ���� ‴ ���� ‴ � ‴ ���� � � � � ��且 � �

� ，令 �� �
��
�
� � �� ．求证：��� ‴ �� ‴�‴ ��� �

�
�
� �

��
� � �� ．

36.已知函数 � � � ln� � �� ‴�，� � �．

（1）求函数 � � 的单调区间．

（2）若 � � � h在 � � ht ‴ � 上恒成立，求实数 �的取值范围．

（3）在（2）的条件下，任意的 h � � � �，求证：
� � �� �

���
� �

� �‴�
．

37.已知函数 � � � �
�
‴ �ln�t� � hh

（1）当 � � �时，求函数 � � 单调区间和极值；

（2）若关于 �的方程 � � � �有解，求实数 �的取值范围．

38.已知数列 �� 满足 �� � �，��‴� � � �� ‴ � ‴ � � � �� ，令 �� � �� ‴ �．

（1）求证： �� 是等比数列；

（2）记数列 ��� 的前 �项和为 ��，求 ��；

（3）求证：
�
�
� �

����
� �

��
‴ �

��
‴ �

��
‴�‴ �

��
� ��

��
．

39.设函数 � � � ln� ‴ �� ‴ ��．

（1）若 � � �
�
时，� � 取得极值，求 �的值；

（2）若 � � 在其定义域内为增函数，求 �的取值范围；

（3）设 � � � � � � �� ‴ �，当 � �� � 时，证明 � � � h 在其定义域内恒成立，并证明

ln��

��
‴ ln��

��
‴�‴ ln��

��
� �������

� �‴�
� � �t� � � ．

40. 已知点 �� ��t�� （� � ��）在直线 �：� � ��‴ � 上，�� 是直线 � 与 � 轴的交点，数列 �� 是

公差为 �的等差数列．

（1）求数列 �� ， �� 的通项公式；

（2）求证：

�
���� � ‴

�
���� � ‴�‴ �

����‴� � �
�
�
．

41.已知数列 �� 的前 �项和为 ��，通项公式为 �� �
�
�
，� � �

���t � � �
��� � ����t � � �．

（1）计算 � � ，� � ，� � 的值；

（2）比较 � � 与 �的大小，并用数学归纳法证明你的结论.

42.正项数列 �� 的前 n项和 �� 满足：��� � �� ‴ � � � �� � �� ‴ � � h．

（1）求数列 �� 的通项公式 ��；
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（2）令 �� �
�‴�

�‴� ����
，数列 �� 的前 �项和为 ��，证明：对于任意的 � � ��，都有 �� �

t
��
．

43.数列 �� 各项均为正数，且对任意 � � ��，满足 ��‴� � �� ‴ t���（t � h且为常数）．

（1）若 ��，���，��� 依次成等比数列，求 �� 的值（用常数 t表示）；

（2）设 �� �
�

�‴t��
，�� 是数列 �� 的前 �项和，

（ⅰ）求证：
�

��‴�
� �

��
�� t

�‴t��
；

（ⅱ）求证：�� � ��‴� �
�
t��

．

44. 已知 � � � ��� ‴ ��‴ t，当 ��� � � 时， �� � � � �．求证：�t� � �，��� � �，�� ‴ t� � �，

��� � �．

45.已知函数 � � � �cos� � sin� ‴ � � � h ．

（1）求 � � 的单调区间；

（2）记 �i 为的从小到大的第 i i � �� 个零点，证明：对一切 � � ��，有
�
��
� ‴

�
��
� ‴�‴ �

��
� �

�
�
．

46.数列 �� 满足 �� ‴ ��� ���‴ ��� � � � �‴�
����

� � �� ．

（1）求 �� 的值；

（2）求数列 �� 的前 �项和 ��；

（3）令 �� � ��，�� �
����
�
‴ � ‴ �

�
‴ �

�
‴���‴ �

�
�� � � � ，证明：数列 �� 的前 � 项和 �� 满

足 �� � � ‴ �ln�．

47.已知函数 � � � e� � ln � ‴ � ．

（1）设 � � h是 � � 的极值点，求 �，并讨论 � � 的单调性；

（2）当 � � �时，证明 � � � h．

48.已知 � � �，函数 � � � ln� � � ���
�‴���

，其中 � � �t ‴ � ．

（1）当 � � �时，求 � � 的最小值；

（2）在函数 � � ln� 的图象上取点 �� �tln� � � �� ，记线段 ����‴� 的斜率为 ��，�� �
�
��
‴

�
��
‴�‴ �

��
．

对任意正整数 �，试证明：

� �� �
� �‴�

�
； � �� �

� ��‴t
�

.

49.已知数列 �� 满足：�� � �，�� � ��‴� ‴ ln � ‴ ��‴� � � �� ，证明：当 � � �� 时，

（1）h � ��‴� � ��；

（2）���‴� � �� �
����‴�

�
；

（3） �
����

� �� �
�

����
．

50.已知数列 �� 中，�� � �，且 ��� � ���� ‴ � � � �t� � �‴ ．

（1）求证：数列 �� � � 是等比数列，并求出数列 �� 的通项公式；

（2）设 �� � � �� � � ，数列 �� 的前 �项和为 ��，求证：� � �� � �．

51.已知数列 �� 满足 �� � h，�� � �，且 � ‴ � ��‴�
� � ���� ‴ �� � � �� ．

（1）证明：�� � �；
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（2）证明：
��
�

�
‴

��
�

�
‴�‴ ��

�

��
� �

t
� � � ．

52.设 � � � e� � � � ‴ � ．

（1）若 � � h，� � � h对一切 � � �恒成立，求 �的最大值；

（2）设 � � � � � ‴ �
e�
，� ��t�� ，� ��t�� �� � �� 是曲线 � � � � 上任意两点，若对任意

的 � �� �，直线 ��的斜率恒大于常数 �，求 �的取值范围；

（3）是否存在正整数 �，使得 �� ‴ �� ‴�‴ �� � � � � e
e��

�� � 对一切正整数 � 都成立?若

存在，求 �的最小值；若不存在，请说明理由．

53.设 � � ��，�� 是是曲线 � � ���‴� ‴ �在点 �t� 处的切线与 �轴交点的横坐标．

（1）求数列 �� 的通项公式；

（2）记 �� � ��
���

� ��� �����
� ，证明：�� �

�
��
．

54.已知数列 �� 的前 �项和为 ��，�� �
�
�
�� � � � � �� ．

（1）求证 �� ‴ � 是等比数列，并求数列 �� 的通项公式．

（2）证明：
��
��
‴ ��

��
‴ ��

��
‴�‴ ��

��‴�
� �

�
� �

�
．

55.已知数列中，�� � �，�� �
�
�
，且 ��‴� �

��� ��
����

� � �t�t�t� ．

（1）求数列 �� 的通项公式；

（2）求证：（ⅰ）对一切 � � ��，都有
�

��‴�
� � �

��
�；

（ⅱ）对一切 � � ��，有 ��
� ‴ ��

� ‴�‴ ��� �
�
�
．

56.已知数列 �� 的前 �项和为 ��，且满足 � � ‴ � �� ‴ � � � ‴ � ��� � � �� ．

（1）求 ��，�� 的值；

（2）求 ��；

（3）设 �� �
�‴�
��

，数列 �� 的前 �项和为 ��，求证：�� �
�
�
．

57.已知函数 � � � ln � � � � � � � � ‴ � � � � ．

（1）求函数 � � 的单调区间；

（2）若 � � � h恒成立，试确定实数 �的取值范围；

（3）证明：
ln�
�
‴ ln�

�
‴�‴ ln�

�‴�
� � ���

�
（� � �‴ 且 � � �）．

58.已知数列 �� 的前 �项和为 ��，首项 �� � �，且对于任意 � � �‴ 都有 ���‴� � ���．

（1）求 �� 的通项公式；

（2）设 �� �
���‴�
�����‴�

� ，且数列 �� 的前 �项之和为 ��，求证：�� �
t
�
．

59.数列 �� ，�� � �， ��‴� � ��� ‴ �；

（1）求证： �� ‴ � 是等比数列，并求数列 �� 的通项公式；

（2）设 �� �
�

��‴�
，求和 �� � �� ‴ �� ‴���‴ ��，并证明：�� � �� ， �

t
� �� �

�
t
．

60.设椭圆
��

��
‴ ��

��
� � � � � � h 的左、右顶点分别为 �，�，点 �在椭圆上且异于 �，�两点，�

为坐标原点．
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（1）若直线 ��与 ��的斜率之积为 � �
�
，求椭圆的离心率；

（2）若 ���� � ����，证明直线 ��的斜率 �满足 ��� � �．

61.已知 � � � ��� ‴ �� ‴ t，�t�tt � �，定义域为 � �t� ．

（1）当 � � �，�� � � � �时，求证：�� ‴ t� � �；

（2）当 � � �� � h时，是否存在 � � � �t� ，使得 �� � � � � ?

62.已知数列 �� 中，�� � �，�� � ���� ‴
�

����
� � �t�t�t� ．

（1）求 ��，�� 的值；

（2）证明当 � � �t�t�t�时， �� � � � �� � �� � �．

63.设各项均为正数的数列 �� 的前 �项和为 ��，且 �� 满足 ��� � �� ‴ � � � �� � � �� ‴ � � h，

� � ��．

（1）求 �� 的值；

（2）求数列 �� 的通项公式；

（3）证明：对一切正整数 �，有
�

�� �� ‴�
‴ �

�� ��‴�
‴�‴ �

�� ��‴�
� �

�
．

64.已知数列 �� 中，�� � �，�� �
�
�
，且 ��‴� �

��� ��
����

� � �t�t�t� ．

（1）求数列 �� 的通项公式；

（2）求证：对一切 � � ��，有 ��
� ‴ ��

� ‴�‴ ��� �
�
�
．

65.已知数列 �� 是以 t为公差的等差数列，数列 �� 是以 t为公比的等比数列．

（1）若数列 �� 的前 �项和为 ��，且 �� � �� � t � �，�� � ��hh� ‴ t�� � �h�h，且 t为整数，

求 t的值；

（2）在（1）的条件下，试问数列 �� 中是否存在一项 ��，使得 �� 恰好可以表示为该数列中

连续 � � � �t� � � 项的和?请说明理由；

（3）若 �� � ��，�� � �� � ��，�� � ��（其中 � � � � �，且（� � �）是（� � �）的约数），求

证：数列 �� 中每一项都是数列 �� 中的项．

66.已知数列 �� 满足：�� � �，�� � �，且 ��‴� � ��� ‴ ����� � � �t� � �‴ ．

（1）设 �� � ��‴� ‴ �� � � N‴ ，求证 �� 是等比数列；

（2）（i） 求数列 �� 的通项公式；

（ii） 求证：对于任意 � � �‴ 都有
�
��
‴ �

��
‴�‴ �

�����
‴ �

���
� �

�
成立．

67.在数列 �� 中，�� �
�
�
� � �� ．从数列 �� 中选出 � � � � 项并按原顺序组成的新数列记为

�� ，并称 �� 为数列 �� 的 �项子列．例如数列
�
�
t �
�
t �
t
t �
�
为 �� 的一个 �项子列．

（1）试写出数列 �� 的一个 �项子列，并使其为等比数列；

（2）如果 �� 为数列 �� 的一个 t 项子列，且 �� 为等差数列，证明： �� 的公差 t 满足

� �
�
� t � h；

（3）如果 t� 为数列 �� 的一个 � 项子列，且 t� 为等比数列，证明：t� ‴ t� ‴ t � ‴ t� ‴

tt ‴ t� �
��
��
．
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68.已知函数 � � � � � �
�
� �ln�．

（1）若 � � 无极值点，求 �的取值范围；

（2）设 � � � � ‴ �
�
� ln� �，当 �取 � 中的最大值时，求 � � 的最小值；

（3）证明不等式： ���
� �

�� ��‴�
� � ln ��‴�

��‴�
� � �� ．

69.记 � � �t�t�t�hh ．对数列 �� （� � ��）和 �的子集 �，若 � � �，定义 �� � h；

若 � � ��t��t�t�� ，定义 �� � ��� ‴ ��� ‴�‴ ���．例如：� � �t�t�� 时，�� � �� ‴ �� ‴ ���．

现设 �� （� � ��）是公比为 �的等比数列，且当 � � �t� 时，�� � �h．

（1）求 �� 的通项公式；

（2）对任意正整数 �（� � � � �hh），若 � � �t�t�t� ，求证：�� � ��‴�；

（3）设 � � �，� � �，�� � ��，求证：�� ‴ ���� � ���．

70.设函数 � � � �� � �� � �，� � �，其中 �t� � �．

（1）求 � � 的单调区间；

（2）若 � � 存在极值点 �h，且 � �� � � �h ，其中 �� � �h，求证：�� ‴ ��h � h；

（3）设 � � h，函数 � � � �� � �，求证：� � 在区间 � �t� 上的最大值不小于
�
�
．

71.对于函数 � � � � � ，若 � � �时，恒有 �� � � � � 成立，则称函数 � � 是 �上的 �函数．

（1）当函数 � � � �e�ln�是定义域上的 �函数时，求 �的取值范围；

（2）若函数 � � 为 ht ‴� 上的 �函数，①试比较 � � 与 e���� � 的大小；②求证：对于任

意大于 � 的实数 ��，��，��，���，��，均有 � ln �� ‴ �� ‴���‴ �� � � ln�� ‴ � ln�� ‴���

‴ � ln�� ．

72. 已知函数 � � � ��� ‴ ��，�t� � �．若 � ��� � � � � � � ��‴ � 对任意的 � � � 恒成立．数

列 �� 满足 �� �
�
�
，��‴� � � �� � � �� ．

（1）确定 � � 的解析式；

（2）证明：
�
�
� �� �

�
�
；

（3）设 �� 为数列 �� 的前 �项和，求证：��� � ��� � ‴ �
��
．

73.设数列 �� 满足 ��� �
��‴�
�
� � �，� � ��．

（1）证明：���� � ���� ���� � � ，� � ��；

（2）若 ���� �
�
�

�
，� � ��，证明：���� � �，� � ��．

74.已知数列 �� 的各项均为正数，�� � � � ‴ �
�

�
�� � � �‴ ，e为自然对数的底数．

（1）求函数 � � � � ‴ � � e� 的单调区间，并比较 � ‴ �
�

�
与 e的大小；

（2）计算
��
��
，

����
����

，
������
������

，由此推测计算
�������
�������

的公式，并给出证明；

（3）令 t� � �������
�
�，数列 �� ， t� 的前 �项和分别记为 ��，��，证明：�� � e��．

75.已知函数 � � � �ln�
�‴�

和直线 �t� � � � � � ．

（1）当曲线 � � � � 在点 �t� � 处的切线与直线 �垂直时，求原点 �到直线 �的距离；

（2）若对于任意的 � � �t ‴� ，� � � � � � � 恒成立，求 �的取值范围；
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（3）求证：ln� ��‴ �＜ ���
� �

�����
� � � �‴

76.已知数列 �� 满足，�� �
�
�
，��‴� �

�
�‴��

，� � ��．

（1）猜想数列 ��� 的单调性，并证明你的结论；

（2）证明：���‴� � ��� �
�
�

�
t

���
．

77.定义函数 � � ，�为正整数，其原理如图所示，记 �� � � � ‴ � � ‴ � � ‴�‴ � �� ，其中

� � ��．

（1）分别计算 � � ‴ � � ‴ � t ‴ � � ；� � ‴ � � ‴ � � ‴ � � ；� � ‴ � � ‴ � � ‴

� � ．

（ 2）求 � � ‴ � � ‴ � t ‴�‴ � �� � � ，并证明 � � ‴ � � ‴ � � ‴�‴ � ���� �

� � ‴ � � ‴ � � ‴�‴ � �� ．

（3）记 �� �
��

�����
，证明 �� ‴ �� ‴ �� ‴� ‴ ����� �

�
�
．

78. 设数列 ��，��，�，��h�t 满足性质 �：�� ‴ �� ‴ �� ‴�‴ ��h�t � h，���� ‴ ���� ‴ ���� ‴ � ‴

���h�t� � �．

（1）（ⅰ）若 ��，��，�，��h�t 是等差数列，求 ��；

（ⅱ）是否存在具有性质 �的等比数列 ��，��，�，��h�t?

（2）求证：�� ‴
�
�
�� ‴

�
�
�� ‴� ‴ �

�h�t
��h�t �

�hh�
�h�t

．

79.已知函数 � � � �� � ���，设数列 �� 满足：�� �
�
�
，��‴� � � �� ．

（1）求证：�� � �� ， 都有 h � �� �
�
�
；

（2）求证：
�

�����
‴ �

�����
‴�‴ �

�����
� ��‴� � �．

80.已知定义在 � �t� 上的奇函数 � � 满足：当 � � ht� 时，� � � � � � � ．

（1）求 � � 的解析式和值域；

（2）设 � � � ln � ‴ � � �� � ��，其中常数 � � h．

①试指出函数 � � � � � � 的零点个数；

②若当 � ‴ �
�
是函数 � � � � � � 的一个零点时，相应的常数 �记为 ��，其中 � � �t�t�t�．
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证明：�� ‴ �� ‴� ‴ �� �
�
�
� � �� ．

81.已知数列 �� 中，�� � �（实数 �为常数），�� � �，�� 是其前 �项和，且 �� �
� �����

�
．数列

�� 是等比数列，�� � �，�� 恰为 �� 与 �� � �的等比中项．

（1）证明：数列 �� 是等差数列；

（2）求数列 �� 的通项公式；

（3）若 t� �
�
�
，当 � � � 时 t� �

�
����‴�

‴ �
����‴�

‴�‴ �
��
， t� 的前 � 项和为 ��，求证：对任

意 � � �，都有 ���� � ��‴ ��．

82.设无穷等比数列 �� 的公比为 t，且 �� � h � � �� ， �� 表示不超过实数 �� 的最大整数（如

�ht � �），记 �� � �� ，数列 �� 的前 �项和为 ��，数列 �� 的前 �项和为 ��．

（1）若 �� � ��，t � �
�
，求 ��；

（2）证明：�� � �� � � �t�t�t� 的充分必要条件为 �� � ��；

（3）若对于任意不超过 �h��的正整数 �，都有 �� � ��‴ �，证明：
�
�

�
�h�� � t � �．

83.如图，已知曲线 ��t� �
��
�‴�

� � h 及曲线 ��t� �
�
��

� � h ．从 �� 上的点 �� � � �‴ 作直线平

行于 � 轴，交曲线 �� 于点 ��，再从点 �� 作直线平行于 � 轴，交曲线 �� 于点 ��‴�．点 �� 的

横坐标构成数列 �� h � �� �
�
�
．

（1）试求 ��‴� 与 �� 之间的关系，并证明：����� �
�
�
� ��� � � �‴ ；

（2）若 �� �
�
�
，求证：��� � ��� ‴ ��� � ��� ‴ � ‴ ���‴� � ��� �

�
�
� � �‴ ．

84.各项均为正数的等比数列 �� ，�� � �，���� � ��，单调递增数列 �� 的前 �项和为 ��，�� �

��，且 ��� � ��� ‴ ��� ‴ � � � ��

（1）求数列 �� ， �� 的通项公式

（2）令 t� �
��
��

� � ��

（1）求数列 t� 的前 �项和 ��

（2）若 t � �
�
�� ‴ � � � ��� ，证明：对任意的整数 � � � � � �� ，有

�
t�
‴ �

tt
‴�‴ �

t�
�

�
�

85.已知实数组成的数组（��，��，��，�，��）满足条件：（i） ���
� ��� � h；（ii） ���

� ��� � �．

（1）当 � � �时，求 ��，�� 的值；

（2）当 � � �时，求证： ��� ‴ ��� ‴ �� � �；

（3）设 �� � �� � �� � � � ��，且 �� � ��（� � �），求证： ���
� ����� � �

�
�� � �� ．
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86. 已知数列 �� 与 �� 满足：���� ‴ ��‴� ‴ ��‴���‴� � h，�� �
�‴ �� �

�
，� � ��，且 �� � �，

�� � �．

（1）求 ��，��，�t 的值；

（2）设 t� � ����� ‴ ���‴�，� � ��，证明： t� 是等比数列；

（3）设 �� � �� ‴ �� ‴� ‴ ���，� � ��，证明： ���
�� ��

��
� �

�
� � ��� ．

87.已知数列 �� 中，满足 �� �
�
�
，��‴� �

��‴�
�

，记 �� 为 �� 的前 �项和．证明：

（1）��‴� � ��；

（2）�� � cos π
������

；

（3）�� � � � ��‴π�

t�
．

88.已知函数 � � � ln � ‴ � ‴ �
�
�� � � � � h ．

（1）若 � � � h对 � � ht ‴ � 都成立，求 �的取值范围；

（2）已知 e为自然对数的底数，证明：�� � ��， e � � ‴ �
��

� ‴ �
��

� �‴ �
��

� e .

89.已知曲线 ��t� � ���，点 �� ��t�� �� � ht�� � h 是曲线 �� 上的点 � � �t�t� ．

（1）试写出曲线 �� 在点 �� 处的切线 �� 的方程，并求出 �� 与 �轴的交点 �� 的坐标；

（2）若原点 � hth 到 �� 的距离与线段 ���� 的长度之比取得最大值，试求点 �� 的坐标 ��t�� ；

（3）设 �与 �为两个给定的不同的正整数，�� 与 �� 是满足（2）中条件的点 �� 的坐标，证明：

���
� �‴� ��

�
� �‴ � ��� � �� � �� � � �t�t� ．

90.设函数 � � � � ‴ �
�

�
� � �t且 � � �t� � � ．

（1）当 � � �时，求 � ‴ �
�

�
的展开式中二项式系数最大的项；

（2）对任意的实数 �，证明
� �� ‴� �

�
� �� � （�� � 是 � � 的导函数）；

（3）是否存在 � � �，使得 �� � ���
� � ‴ �

�

�
� � � ‴ � � 恒成立?若存在，试证明你的结论并

求出 �的值；若不存在，请说明理由．

91. 已知曲线 ��t�� � ���‴ �� � h � � �t�t� ．从点 � � �th 向曲线 �� 引斜率为 �� �� � h 的切

线 ��，切点为 �� ��t�� ．

（1）求数列 �� 与 �� 的通项公式；

（2）证明：�� � �� � �t � � � ����� �
����
�‴��

� �sin ��
��
．

92.已知函数 � � � �� ‴ ��，数列 �� �� � h 的第一项 �� � �，以后各项按如下方式取定：曲线

� � � � 在 ��‴�t� ��‴� 处的切线与经过 hth 和 ��t� �� 两点的直线平行（如图）．求证：

当 � � �� 时：
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（1）��� ‴ �� � ���‴�
� ‴ ���‴�；

（2） �
�

���
� �� �

�
�

���
．

93. �是定义在 �t� 上且满足如下条件的函数 � � 组成的集合：

① 对任意的 � � �t� ，都有 � �� � �t� ；

② 存在常数 � h � � � � ，使得对任意的 ��t�� � �t� ，都有 �� ��� �� ��� � � ���� � ���．

（1）设 � � � � � ‴ �，� � �t� ，证明：� � � �；

（2）设 � � � �，如果存在 �h � �t� ，使得 �h � � ��h ，那么这样的 �h 是唯一的；

（3）设 � � � �，任取 �� � �t� ，令 ��‴� � � ��� ，� � �t�t�，证明：给定正整数 �，对任

意的正整数 �，不等式 ���‴� � ��� �
����

���
��� � ���成立．

94.数列 �� 满足 �� ‴ ��� ‴�‴ ��� � � � �‴�
����

，� � ��．

（1）求 �� 的值；

（2）求数列 �� 的前 �项和 ��；

（3）令 �� � ��，�� �
����
�
‴ �‴ �

�
‴ �

�
‴�‴ �

�
�� � � � ，证明：数列 �� 的前 �项和 �� 满

足 �� � � ‴ �ln�．

95.设 �� � � � ‴ �� ‴�‴ �� � �，� � h，� � �，� � �．

（1）求 ��� � ；

（2）证明：�� � 在 ht �
�

内有且仅有一个零点（记为 ��），且 h � �� �
�
�
� �

�
�
�

�
．

96.已知在数列 �� 中，�� �
�
�
，��‴� � ��� � ��� ‴ �，� � ��．

（1）求证：� � ��‴� � �� � �；

（2）求证：
�

����‴�
� �� �

����‴�
����‴�

；

（3）记 �� 为数列 �� 的前 �项和，求证：� � �� � � ‴ �．

97.设 �� � 是等比数列 �t�t��t�t�� 的各项和，其中 � � h，� � �，� � �．

（1）证明：函数 �� � � �� � � � 在
�
�
t� 内有且仅有一个零点（记为 ��），且 �� �

�
�
‴

�
�
���‴�；

（2）设有一个与上述等比数列的首项、末项、项数分别相同的等差数列，其各项和为 �� � ，

比较 �� � 和 �� � 的大小，并加以证明．
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98.如图所示，某城市有南北街道和东西街道各 � ‴ �条，一邮递员从该城市西北角的邮局 �出发，

送信到东南角 �地，要求所走路程最短.

（1）求该邮递员途径 �地的概率 � � ；

（2）求证：� � �� � ��‴� � �， � � ��

99.已知函数 � � � ln e� ‴ � （�为常数）是实数集 �上的奇函数．

（1）求实数 �的值；

（2）讨论关于 �的方程 ln� � � � �� � �e� ‴ � 的根的个数；

（3）证明：
ln ����

��
‴ ln ����

��
‴� ‴ ln ����

��
� �������

� �‴�
� � ��t� � � ．

100.已知数列 �� 中，前 �项和为 ��，点 �� ‴ �t��‴� 在直线 � � �� � �上，其中 � � �t�t�t�．

（1）设 �� � ��‴� � ���，且 �� � �，求证：数列 �� 是等比数列；

（2）令 � � � ��� ‴ ���� ‴�‴ ����，求函数 � � 在点 � � � 处的导数 �� � ，并比较 �� �

与 ��� � ��的大小．
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答案

第一部分

1. 根据给出的几个不等式可以猜想第 �个不等式，

即一般不等式为：� ‴ �
�
‴ �

�
‴�‴ �

����
� �

�
� � �� ．

用数学归纳法证明如下：

（1）当 � � �时，� � �
�
，猜想成立；

（2）假设当 � � �时，猜想成立，即 � ‴ �
�
‴ �

�
‴� ‴ �

����
� �

�
．

则当 � � � ‴ �时，

� ‴ �
�
‴ �

�
‴�‴ �

����
‴ �

��
‴ �

����
‴�‴ �

��‴���
� �

�
‴ �

��
‴ �

��‴�
‴�‴ �

��‴���
� �

�
‴ ��

��‴�
� �‴�

�
．

即当 � � � ‴ �时，猜想也正确，

所以对任意 � � ��，不等式成立．

2.（1） 因为 �� �
�
�
，且对任意的 � � ��，都有 ��‴� � �� ‴ t��� t � h ，

所以 �� � �� ‴ t��
� � �

�
‴ �

�
t，

�� � �� ‴ t��
� � �

�
‴ �

�
t ‴ t �

�
‴ �

�
t

�
� �

��
� ‴ t � ‴ �t ‴ t� ．

所以

t
�‴t��

‴ t
�‴t��

‴ �
��

� t

�‴��t
‴ t

�‴t �
�‴

�
�t
‴ ��

�‴t �‴�t‴t�

� �t
�‴t

‴ �t
�‴�t‴t�

‴ ��
�‴t �‴�t‴t�

� �t �‴�t‴t� ‴�t �‴t ‴��
�‴t �‴�t‴t�

� �h
（2） 因为 ��‴� � �� ‴ t���，t � �

�h��
，

所以 ��‴� � �� � h．

所以
�

��‴�
� �

��
� �

��‴�h��
，即

�
��‴�h��

� �
��
� �

��‴�
，

所以

�
��‴�h��

‴ �
��‴�h��

‴� ‴ �
��‴�h��

� �
��
� �

��
‴ �

��
� �

��
‴�‴ �

��
� �

��‴�

� � � �
��‴�

h

所以 � � �
��h��

� �
�h��

‴ �
�h��

‴�‴ �
�h��

� �
�h��

．

当 � � �h��时，� � �
��h��

� �，可得 ��h�� � �．

当 � � �h��时，� � �
��h��

� �
�h��

‴ �
�h��

‴�‴ �
�h��

� �，可得 ��h�� � �．

因此存在 � � ��，使得 �� � �．
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3.（1） 由 �� �
��
�‴��
�

可得：��� � ��� ‴ ��，

当 � � �时，由 ��� � ��
� ‴ ��，且 �� � h可得：�� � �，

当 � � �时，��� � ��� ‴ ��t����

����� � ����
� ‴ ����t����

由��� 得：��� � ��� ‴ �� � ����
� � ����t����

即： �� ‴ ���� �� � ���� � � � h，

因为 �� � h，

所以 �� � ���� � � � h，

所以 �� 为以 �� � �为首项，公差为 �的等差数列，�� � � � � �� ．

（2） 由 �� �
�

��‴� � �
�

�‴� � �
�

�‴� �‴�
� �

�‴�
� �

�‴�
，

所以

�� � �
��
‴ �

��
‴�‴ �

�‴� �

� �
�
� �

�
‴ �

�
� �

�
‴ �

�‴�
� �

�‴�

� �
�
� �

�‴�

� �
�
h

所以对任意正整数，都有 �� �
�
�
成立．

4.（1） 因为 ��� � �� � � ��‴� ‴ �，�①

所以 � � �时，����� � �� � � �� ‴ �，�②

���，得 ��� � ��� � ��‴� � �� � � ��，� � �，

所以 ��‴ � �� � �� � � ��‴�，

所以
��‴�
��

� ��‴�
����

，

所以 �� � �� �
��
��
� ��

��
�� � ��

����
� � � �

�
� t

�
��� ����

����
� �� � �，

所以 �� � ���� � �� � � � �� � � � �，

所以数列 �� 是首项为 �，公差为 �的等差数列．

（2） 因为数列 �� 是首项为 �，公差为 �的等差数列，

所以 �� � �� � �，�� � � ‴ � ���
�

� � � ��，

所以 �� �
�

�� ��
� �

���� �
� �

�� ����
� �

�� ����
� �

����
� �

��
，� � �，

所以 �� � � ‴ �
�
� �

�
‴ �

�
� �

�
‴�‴ �

����
� �

��
� �

�
� �

��
� �

�
．

所以 �� �
�
�
� � � ．

5.（1） 依题意 ��‴� � �� ‴ � � � � ．

�� � �．

� � �时，

�� � �� ‴ �� � �� ‴ �� � �� ‴�‴ �� � ����
� � ‴ � ‴ � ‴ �‴ � � �
� � ‴ ��� �‴�

�
t
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�� � �也符合上式．

所以 �� �
�
�
�� � �

�
� ‴ � � � � ．

（2） 因为 ���� � �，所以 �� �
�

����‴�
� �

����
� � �

���
� �

�
．

�� ‴ �� ‴�‴ �� � � �
�
� �

�
‴ �

�
� �

�
‴� �

���
� �

�

� � � � �
�

� �h
6.（1） 设事件 �� 表示编号为 �的抽屉里放的是黑球，

则

� � � ��
� � ����� � �� ‴ � ����� � ��
� ���

�‴���
� �

�‴�
‴ �

�‴���
� �

�‴�

� ����‴��
�‴� �‴���

� �
�‴�

h

（2） 因为 �的所有可能取值为
�
�
，

�
�‴�

，�，
�

�‴�
，

� � � �
�
�

C���
���

C�‴�
� ，� � �t� ‴ �t� ‴ �t�t� ‴ �，

所以

� � � ���
�‴� �

�
�
C���
���

C�‴�
��

� �
C�‴�
� � ���

�‴� C���
���

�
�

� �
C�‴�
� � ���

�‴� C���
���

�
�

� �
C�‴�
� � ���

�‴� C���
���

���
�

� �
C�‴�
� � ���

�‴� C���
���

���
�

� �
��� C�‴�

� � C���
��� ‴ C���

��� ‴� ‴ C�‴���
���

� �
��� C�‴�

� � C�‴���
���

� �
�‴� ���

t

所以 � � � �
�‴� ���

．

7.（1） 由已知可得数列 �� 各项非零，

否则，若有 �� � h结合 �� � ���� ‴ ������ � h ⇒ ���� � h，

继而⇒ ���� � h ⇒ ���� � h ⇒ � ⇒ �� � h，与已知矛盾，

所以由 ��‴� � �� ‴ ����‴� � h可得
�

��‴�
� �

��
� �，

即数列
�
��

是公差为 �的等差数列，

所以
�
��
� �

��
‴ � � � � � ‴ �，

所以数列 �� 的通项公式是 �� �
�

�‴�
� � �� ．
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（2） 证明一：

因为 ������� �
�

������ �‴�
� �

�

�
，

所以 �� ‴ ���� ‴ ������ ‴�‴ ������� �
�
�
‴ �

�

�
‴�‴ �

�

�
� � � �

�

�
� �，

所以 �� ‴ ���� ‴ ������ ‴�‴ ������� � �；

证 明 二：

�� ‴ ���� ‴ ������ ‴�‴ ������� � �
�
‴ �

���
‴ �

�����
‴�‴ �

������ �‴�

� �
�
‴ �

���
‴ �

���
‴� ‴ �

� �‴�

� �
�
‴ �

�
� �

�
‴ �

�
� �

�
‴�‴ �

�
� �

�‴�

� � � �
�‴�

� �t
所以 �� ‴ ���� ‴ ������ ‴�‴ ������� � �．

8.（1） 由题可知 ��‴� �
�
�
� � �� �

�
�

� � �� ，

从而有 ��‴� � ���，�� � �� �
�
�
� �，

所以 �� 是以 �为首项，�为公比的等比数列．

（2） 由（�）知 �� � ����，

从而 �� � ���� ‴ �
�
，t� � log� ���� ‴ �

�
� log��

��� � � � �，

有 �� � t� ‴ t� ‴�‴ t� � h ‴ � ‴ � ‴ �‴ � � � � � ���
�

，

所以 �� �
� ���

�
．

9.

� ‴ �
�

�
� C�h ‴ C�� �

�
�
‴ C��

�
�

�
‴�‴ C��

�
�

�

� � ‴ � ‴ C�� �
�
��
‴ C�� �

�
��
‴�‴ C�� �

�
��

� � ‴ �
��
� � ���

��
‴ �

��
� � ��� ���

��
‴�‴ �

��
� � ��� ������

��

� � ‴ �
��
‴ �

��
‴ �

��
‴�‴ �

��

� � ‴ �
�
‴ �

��
‴ �

��
‴�‴ �

����

� � ‴
�
� �� �

�

���

����

� � � �
�

���

� �h

显然 � ‴ �
�

�
� � ‴ � ‴ C�� �

�
��
‴ C�� �

�
��
‴�‴ C�� �

�
��
� �．

所以 � � � ‴ �
�

�
� �．

10.（1） �，�均为正实数，可得 � ‴ � � � ��，�
�
‴ �

�
� � �

��
，

相乘可得 � ‴ � �
�
‴ �

�
� � �� � � �

��
� �，当且仅当 � � �取得等号．

则
�
�
‴ �

�
� �

�‴�
．
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（2） 由（�）可得
�
�
‴ �

�
� �

�‴�
；

同理，由 �，t为正实数，可得
�
�
‴ �

t
� �

�‴t
；

由 t，�为正实数，可得
�
t
‴ �

�
� �

t‴�
．

相加可得 � �
�
‴ �

�
‴ �

t
� �

�‴�
‴ �

�‴t
‴ �

t‴�
，

即有
�
��
‴ �

��
‴ �

�t
� �

�‴�
‴ �

�‴t
‴ �

t‴�
．

11.（1） 因为 ��� ‴ �� � �����，易得

���‴� ‴ ��‴� � ��������
可得

���‴� ‴ ��‴� � �� � ht

即 ���‴� � ��，即
��‴�
��

� �
�
，所以数列 �� 是公比为

�
�
的等比数列．

又 ��� ‴ �� � �，所以 �� �
�
�
，故

�� �
�
�
�
�
�

���

�
�
�

�

h

（2） 因为 �� �
���‴�

�‴�� �‴��‴�
，所以

�� �
� �

�
�

�‴�

� ‴
�
�

�

� ‴
�
�

�‴�

�

�
��‴�

�� ‴ �
��

�
��‴� ‴ �
��‴�

�
� � ��

�� ‴ � ��‴� ‴ �

�
�

�� ‴ �
�

�
��‴� ‴ �

h

所以

�� � �� ‴ �� ‴�‴ ��

�
�

�� ‴ �
�

�
�� ‴ �

‴
�

�� ‴ �
�

�
�� ‴ �

‴� ‴
�

�� ‴ �
�

�
��‴� ‴ �

�
�
�
�

�
��‴� ‴ �

�
�
�
h

12.（1） 因为数列 �� 满足 �� � �，��‴� � t�� ‴ t（t，t为常数）．

所以当 t � �，t � �时，��‴� � �� � �，

所以数列 �� 是首项 �� � �，公差 t � �的等差数列，

所以 �� � � ‴ � � � � � � ��‴ �，

所以 ��h�� � � � �h��‴ � � �h��．

（2） 当 t � �，t �� �时，��‴� � ��� � �变形得 ��‴� � � � � �� � � ，
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所以数列 �� � � 是以 �为首项，�为公比的等比数列，

所以 �� � � � � � ���� � ��，

所以 �� �
�

����
� �

�

�
，

所以数列 �� 是以
�
�
为首项，

�
�
为公比的等比数列，

所以

�� � �� ‴ �� ‴ �� ‴� ‴ ��

�
�
� �� �

��

����

� �
�
� � �

��

� �
�
t

所以 �� �
�
�
．

13.（1） 设 � � � ln � ‴ � � ln � � � � ��，

则 �� � � ���

����
，

故当 � � ht� 时，�� � � h，函数 � � 在 ht� 上单调递增，

所以 � � � � h � h，

即有 � � � ��．

（2） 由 �� � � �
�‴�

‴ �
���

� �
����

，知曲线在点 ��t� �� 处的切线方程为：� � �
�����

� � �� ‴

� �� ，

令 � � h，则 ��‴� � �� ‴
�
�
� �� ��� � � ，

由（�）及 ��� � � � h知，��‴� �
�
�
��� ��� � � ‴ �� � ���．

（3） 令 log��‴�� � �� � � ht�t�t� ，

因为 ��‴� � ��‴���
� ，且 �� � ht� ，� � ht� ，

所以 log���‴� � log���‴���
� ，

从而有

�� � log��‴�� � log��‴���� �

� �
�
���� �

�
�

�
���� � � � �

�

�
�hh

所以

log��� ‴ log��‴�� ‴ � ‴ log��‴��

� �h ‴ �� ‴�‴ �� � �h � ‴ �
�
‴ �

�

�
‴�‴ �

�

�

� �
�
�h � � �

�

�‴�
� �

�
�ht

要证 log��� ‴ log��‴�� ‴ � ‴ log��‴�� �
�
�

�
�

���
，

只需证
�
�
�h �

�
�

�
�

���
，

即证 �h �
�
�

���
� log��� �

�
�

���
� �� � �����，
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由（�）及 �� � ht� ，

可得 �� � ����
� � ����

�� � � � ��
���� � �����．

14.（1） 因为 ��‴� � ��� � �����，

所以 ��‴� � �� � � �� � ���� ，

因为 �� � �，�� � �，

所以
��‴����
�������

� �t � � ��t� � � ，

所以数列 ��‴� � �� 是以 �� � �� 为首项，�为公比的等比数列，

则 ��‴� � �� � ��，

所以

�� � �� � ���� ‴ ���� � ���� ‴�‴ �� � �� ‴ ��
� ���� ‴ ���� ‴�‴ � ‴ �
� �� ����

���
� �� � �h

（2） �� � �log� �� ‴ � � � �log� �� � �‴ � � � �log��
�� � ��．

则

�
��
� � �

‴
�

��
� � �

‴�‴
�

��� � �

�
�
�
� �

�
�
‴
�
�
�
�
t
‴ �‴

�
�� � �

�
�

��‴ �

�
�
�
� �

�
�� � �

�
�
�
h

15.（1） �� � ���‴� ‴ � � � ��‴ � ���‴�，曲线 � � ���‴� ‴ �在点 �t� 处的切线斜率为 ��‴ �．

从而切线方程为 � � � � ��‴ � � � � ．

令 � � h，解得切线与 �轴交点的横坐标 �� � � � �
�‴�

� �
�‴�

．

所以数列 �� 的通项公式 �� �
�

�‴�
．

（2） 由题设和（1）中的计算结果知

�� � ��
���

�������
� �

�
�

� �
�

�

�
��� �
��

�

h

当 � � �时，�� �
�
�
．

当 � � �时，因为 �����
� � ����

��

�
� ���� �

�� � � ���� ���
�� � � ����

��
� ���

�
，所以

�� �
�
�

�

�
�
�
�
�
�
�� �

� � �
�

�
�
��

h

综上可得，对任意的 � � ��，均有 �� �
�
��
．

16.（1） 由 ��� � �� ‴ � � � �� � � �� ‴ � � h，

得 ��� � �� ‴ � � � �� � � �� ‴ � � h，

又 �� � ��，可得 �� � �．

（2） 由 ��� � �� ‴ � � � �� � � �� ‴ � � h，

得 �� ‴ � �� � �� ‴ � � h，
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又 �� � h，所以 �� ‴ � � h，所以 �� � �� ‴ �，

当 � � �时，�� � �� � ���� � ��，由（1）知 �� � �，

综上可得 �� � ��．

（3） 由（2）知 �� � ��，所以
��‴�
��

� ��‴�
��

� ���‴��
���

� �‴�
�
，

所以
��‴�
��

� ��‴�
��

��� ��‴�
��

� �
�
� �

�
� �

�
�� � �‴�

�
� �‴ �，

所以
��‴�
��

� ��‴�
��

��� ��‴�
��

� �‴ �．

17.（1） 因为 ��‴� ‴ � � � � �
��‴�

� ���‴�
��‴�

，

所以 ��‴� �
�

��‴�‴�
� ��‴�

���‴�
� ��‴� ‴�

� ��‴�
� �

��‴�
‴ �

�
� �� ‴

�
�
，

又 �� �
�
�
，所以数列 �� 是首项为

�
�
，公差为

�
�
的等差数列，

所以 �� �
�
�
.

（2） 当 � � �时，左边 � �
��
� � � � �，不等式成立；

当 � � �时，左边 � �
��
� ‴

�
��
� � � ‴ � � t � �，不等式成立；

当 � � �时，
�
���
� �

��
� �

� ���
� � �

���
� �

�
，

左边 � �
��
� ‴

�
��
� ‴�‴ �

���

� � ‴ � ‴ � �
�
� �

�
‴ �

�
� �

�
‴�‴ �

���
� �

�

� t ‴ � �
�
� �

�

� � � �
�
� �t

所以不等式成立，

综上所述原不等式成立.

18.（1） 因为 �� �
�
�
，且 ��‴� � �� � ��� ‴ � � h，

所以 �� � h，

由条件得：
��‴�
��

� �� ‴
�
��
‴ � � �．

（2） 由 � 得
��
��‴�

� �
�
，即

�
��‴�

� �
�
� �
��
，

所以 �� �
�
��
‴ �

��
‴�‴ �

��
� �

��
‴ �

�
� �
��
‴ �

��
� �
��
‴�‴ �

����
� �
��

� �
��

� ‴ �
�
‴� ‴ �

����

� � � � �
��

� �．

19.（1） 由 �� � �，��‴� �
��

���‴�
，得 �� � h � � � ，

则 ��‴� � �� �
��

���‴�
� �� �

����

���‴�
� h，

所以 ��‴� � ��；

（2） 由（�）知 h � �� � �，又 ��‴� �
��

���‴�
，所以

��‴�
��

� �
���‴�

� �
�
，即 ��‴� �

�
�
��，
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所以 �� �
�
�
���� �

�
�

�
���� � � � �

�

�
���� �

�
�

���
�� �

�
����

，即 �� �
�

����
．

由 ��‴� �
��

���‴�
，则

�
��‴�

� �� ‴
�
��
，

所以
�

��‴�
� �

��
� ��，

所以
�
��
� �

��
� �� � �， �

��
� �

��
� �� �

�
�
，

�
��
� �

��
� �� �

�
�

�
t�t �

��
� �

����
� ���� �

�
�

���
，

累加得
�
��
� �

��
� � ‴ �

�
‴ �

�

�
‴� ‴ �

�

���
�

�� �
����

����
� � � �

�

���
，

而 �� � �，

所以
�
��
� � � �

�

���
� ��������

����
� ������

��
，

所以 �� �
��

������
．

综上得
�

����
� �� �

��

������
．

20.（1） 因为数列 ��，�� � ��，�� � ��，�，�� � ���� 的前 t项和为 �，

所以 �t � �．

因为 ��h � t �t ‴ �� � �hh，

所以 �� � ��，

所以 t � �，�� � �．

所以 �� � �� � � � � �‴ ．

（2） 因为

�� � ��‴�
��� �‴� �

� ��‴�
��� �‴� �

� �
�

��‴�
��� �‴� �

� �
�

�
��
� �

�‴� � t

所以

�� � �
�

� � �
�
‴ �

�
� �

��
‴ �

�
� �

�t
‴�‴ �

��
� �

�‴� �

� �
�
� ‴ �

�
� �

�‴� � �
�

�‴� �

� �
�
� ‴ �

�

� t
�
h

21.（1） 由题意可得 �� ��t
�
��

，��‴� ��‴� t
�

��‴�
，�� ��th ，

由 ����‴�� ���������� � ����‴�� ���������� ，可得 ��‴� � �� ��‴� � �� ‴ �
��‴�

� �
��

� �
��‴�

� h，

化简可得 ��‴� � �� �
�

����‴�
� ，

由 �����‴�� ���������� � � �����‴�� ���������� �，可得 ��‴� � �� � ‴ �
��‴�

� �
��

�
� ��‴� � �� � ‴ �

��‴�

�
，
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即 ��‴� � �� � � ‴ �
�����‴�

� � �
��‴�
� � ‴ �

�����‴�
� ，

由 ��‴� � ��，可得 ��‴� � �� �
�

��‴�
．

（2） 当 � � �时，�� � �� �
�
��
，由 �� � �，可得 �� � �，满足 � � �� � �；

由 ��‴� � �� �
�

��‴�
，可得 ��‴�

� � � ‴ ����‴�，��
� � � ‴ ���� � �，��

� � � ‴ ���� � �，�，��‴�
� � � ‴

����‴� � ��‴ �，

相加可得，��
� ‴ ��

� ‴� ‴ ��‴�
� � �

�
� � ‴ �� � �� ‴ �� � ��．

又 ��
� � � ‴ ���� � �，��

� � � ‴ ���� � �，�，��‴�
� � � ‴ ����‴� � ��，

相加可得，��
� ‴ ��

� ‴� ‴ ��‴�
� � �

�
� � ‴ �� � ��� ‴ �� � ���．

则有 �� � ��
� ‴ ��

� ‴�‴ ��‴�
� � ���．

22.（1） 由题意知 �� �
�A�

�

A�
� �

�
�
，即 �� 的值为

�
�
．

（2） 先排第 �行，则最大数在第 �行的概率为
�

� �‴�
�

� �
�‴�

；

去掉第 �行已经排好的 �个数，

则余下的
� �‴�

�
� � � � ���

�
个数中最大数在第 � � �行的概率为

�
� ���

�

� �
�
；

���

故 �� �
�

�‴�
� �

�
����� �

�
� ����

�‴� ��������
� ��

�‴� �
．

由于 �� � �‴ � � � C�h ‴ C�� ‴ C�� ‴���‴ C�� � C�h ‴ C�� ‴ C�� � C�� ‴ C�� � C�‴�
� ，

故
��

�‴� �
�

C�‴�
�

�‴� �
，即 �� �

C�‴�
�

�‴� �
．

23.（1） 因为 �� �
�
t
，��‴� �

���
����

，� � ��．

所以 �� �
���t
���t

� �
��
．

（2） 因为 �� �
�
t
，��‴� �

���
����

，� � ��，

所以
�

��‴�
� �

���
� �

�
，

化为：
�

��‴�
� � � �

�
�
��
� � ，

所以数列
�
��
� � 是等比数列，首项与公比都为

�
�
．

所以
�
��
� � � �

�

�
，

解得
�
��
� � ‴ �

�

�
．

（3） 一方面：由（�）可得：�� �
�

�‴ �
�

� �
�

�
�

�
‴ �

�

��� �
�
t
� �

�

���
，

所以
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�� � �
t
� ‴ �

�
‴ �

�

�
‴�‴ �

�

���

� �
t
�

�� �
�

�

����

� �
t
� � �

�

�
t

因此不等式左边成立．

另一方面：�� �
�

�‴ �
�

� � �
�
�

� � �
�

�
，

所以

�� � �
t
‴ �

��
‴ �

�

�
‴ �

�

�
‴�‴ �

�

�

� ��
�t
‴ �

��
�

�� �
�

���

����

� ��
�t
‴ �

��
� �

� ��
��

� � � h

又 � � �t�时也成立，因此不等式右边成立．

综上可得：
�
t
� � �

�

�
� �� �

��
��
．

24.（1） 易知 �� � h，所以 ��‴� � �� ‴
���

��
� ��，

所以 ��‴� � �� ‴
��
�

��
� �� ‴

����‴�
��

，

所以
�
��
� �

��‴�
� �

��
，

所以，当 � � �时，

�
��

� �
��
� ���

��� �
��
� �

��‴�
�

� �
��
� ���

��� �
��

�

� � � �‴ ���
��� �

� ���
�

� � � �‴ ���
��� �

���
� �

�
�

� � � �‴ � � �
���

� �
���

� �h
所以 �� � �，

又 �� �
�
�
� �，所以 �� � � � � �� ．

所以 �� � ��‴� � � � � �� ．

（2） 当 � � �时，显然成立．

由 �� � �，知 ��‴� � �� ‴
��
�

��
� �� ‴

��
��
，所以 �� �

��

��‴�
��‴�，

所以 ��‴� � �� ‴
��
�

��
� �� ‴

�
��
�� �

��

��‴�
��‴� � �� ‴

�
��‴�

����‴�，

所以
�
��
� �

��‴�
� �

��‴�
，

所以，当 � � �时，



第 26页（共 89页）高中数学解题研究会 QQ群 339444963

�
��

� �
��
� ���

��� �
��
� �

��‴�
�

� �
��
� ���

��� �
��‴�

�

� � � ���
��� �

� �‴�
�

� � � ���
��� �

�
� �

�‴�
�

� � � � � �
�

� ��‴�
�

h

即 �� �
�

��‴�
．

所以 �� �
�

��‴�
� � �� ．

25.（1） 当 �� � ���� 时，�� � � � �
�
� �
��
� �

��‴�
．

所以 �� �
�
�
� ‴ �

�
‴�‴ �

����
� �

�
� �

��‴�
．

（2） 满足条件的数列 �� 存在且只有两个，其通项公式为 �� � �和 �� � � � ���．

在 ��‴� � �� 中，令 � � �得 �� � ��．

设 �� � t���，则 �� � � � �
t�

�
t�
．

由 �� � ��，得 � � �
t�

�
t�
� � � �

t�
�
t
．

若 t �� �则 �� � h，满足题设条件．

此时 �� � �和 �� � � � ���；

若 t �� �，则
�
t�
� �

t
，即 t� � �，矛盾．

综上，满足条件的数列 �� 存在且只有两个，一个是 �� � �，另一个是 �� � � � ���．

（3） 因为 � � �� � �� � � � �� � �，故 �� � h，h � ��
��‴�

� �，

于是 h � ���

��‴�
� � �．

所以 �� � � � ���

��‴�
� � �

��‴�
� h，� � �t�t�t�．

所以 �� � �� ‴ �� ‴�‴ �� � h．又

�� � � �
���

��‴�
� �

�
��‴�

� � ‴
��
��‴�

� �
��
��‴�

�
��‴�

� � ‴
��
��‴�

�
��
�

�
��‴�

�
��
��‴�

� �
�
��
�

�
��‴�

h

故
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�� � �� ‴ �� ‴�‴ ��

� �
�
��
�
�
��

‴ �
�
��
�
�
��

‴�‴ �
�
��
�

�
��‴�

� �
�
��
�

�
��‴�

� � � �
�

��‴�
� �h

所以 h � �� � �．

26.（1） �� � ���
� ‴ ��� � ��，

�� � ���
� ‴ ��� � ���．

由点 ��t��‴� 在 � � � ��� ‴ ��的图象上，得 ��‴� � ���� ‴ ���，

则 ���‴� ‴ � � � ���� ‴ ��� ‴ � � ��� ‴ � �，

所以 ��� ‴ � 是“平方递推数列”．

又 lg ���‴� ‴ � � lg ��� ‴ � � � �lg ��� ‴ � t� � �，

且 lg ��� ‴ � � lgt � h．

则数列 lg ��� ‴ � 为等比数列．

（2） 由（1），得 lg ��� ‴ � � lg ��� ‴ � � ���� � ����lgt，

则 ��� ‴ � � t����，解得 �� �
t������

�
．

�� � ��� ‴ � ��� ‴ � � ��� ‴ �
� t���� � t�����t����

� t�h ‴ �� ‴�‴ ����

� t�� ��h
（3） �� �

logt��‴�
logt�� � �

����‴�
���� � �

��

���� �．

� � �时，�� �
��

���� � �
��

���� ������
� � �

������
� �

����
，

�� � �� ‴ �� ‴ �� ‴� ‴ ��
� �� ‴

�
����

� �
����

‴ �
����

� �
����

‴�‴ �
������

� �
����

� � ‴ �
����

� �
����

� � ‴ � � �
����

� �h

� � �时，�� � �� � � � �．

故 �� � �对 � � �� 恒成立．

27.（1） 由 � � � � ‴ � � � ��，求导 �� � � � � ‴ � ��� � � � � � ‴ � ��� � � ，

当 � � � � � h时，�� � � h，当 � � h，�� � � h，

所以 � � 在 � � h 处取极大值，也是最大值 � h � �，

所以 � � 的最大值为 �；

（2） ①当 �，�中有一个大于 �时，不妨设 � � �，�� ‴ �� � �� � �，

②当 �，�均属于 ht� ，设 � � �
�‴�

，� � �
�‴�

�t� � h ，则
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�� � �
�‴�

�
�‴�

� �

�‴�
�

�‴�

� �
�‴ �

�‴�

� �‴�
�‴�‴�

t

同理可知：�� � �‴�
�‴�‴�

，

所以 �� ‴ �� � �‴�
�‴�‴�

‴ �‴�
�‴�‴�

� �‴�‴�
�‴�‴�

� �，

所以 �� ‴ �� � �．

28.（1） 当 � � �时，� � � �
�‴�

� ln � ‴ � ，� � � �t ‴ � ，

�� � � �
�‴� � �

�
�‴�

� ��
�‴� �，

当 � � � �th 时，�� � � h，� � 单调递增；

当 � � ht ‴ � 时，�� � � h，� � 单调递减；

所以函数 � � 的最大值 � h � h．

（2） �� � � �
�‴�

� �，

因为 � � ht ‴ � ，

所以
�

�‴�
� ht� ．

①当 � � �时，�� � � h恒成立，

所以 � � 在 ht ‴ � 上是减函数，

所以 � � � � h � h适合题意．

②当 � � h时，�� � � �
�‴�

� � � h，

所以 � � 在 ht ‴ � 上是增函数，

所以 � � � ln � ‴ � � �� � � h � h，不能使 � � � h在 ht ‴ � 恒成立．

③当 h � � � �时，令 �� � � h，得 � � �
�
� �，

当 � � ht �
�
� � 时，�� � � h，

所以 � � 在 ht �
�
� � 上为增函数，

所以 � � � � h � h，不能使 � � � h在 ht ‴ � 恒成立，

所以 �的取值范围是 �t ‴ � ．

（3） 由（Ⅰ）得
�

�‴�
� ln � ‴ � � h，

所以
�

�‴�
� ln � ‴ � � � h ，

取 � � �
�
，则

�
�‴�

� ln � ‴ �
�
，�� � ���

� �
��‴�

� ln�� ，则 �� �
�
�
，

所以
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�� � ���� � �
��‴�

� ln� � ln � � �

� �
��‴�

� ln � ‴ �
���

� �
��‴�

� �
�

�� �
��‴� �

� ht

所以 �� � ���� � � � �� �
�
�
，

所以 ���
� �

��‴�
� ln�� � �

�
．

29.（1） �� � � �
�
� �，令 �� � � h得 � � �，

所以当 h � � � �时，�� � � h，当 � � �时，�� � � h，

所以 � � 在 ht� 上单调递增，在 �t ‴ � 上单调递减，

所以 � � 的最大值为 � � �� �．

（2） 因为 � � � ln� � � � �在 �t ‴ � 上单调递减，

所以 � � � � � �� �，即 ln� � � � � �� �，

所以 ln� � � � �在 �t ‴ � 上恒成立，

所以 ln �
��
‴ � � �

��
，

所以

ln �� ‴ � ‴ ln �� ‴ � ‴ ln �� ‴ � ‴�‴ ln �� ‴ � � �ln��

� ln ��‴� � ��‴� �t�t� ��‴�
��� ��� �� ��� ��t�t���

� ln � ‴ �
��

� ‴ �
��

� �‴ �
��

� ln � ‴ �
��

‴ ln � ‴ �
��

‴�‴ ln � ‴ �
��

� �
��
‴ �

��
‴ �

��
‴�‴ �

��

� �
���

‴ �
���

‴ �
���

‴�‴ �
� ���

� � � �
�
‴ �

�
� �

�
‴�‴ �

���
� �

�

� � � �
�

� �h
30.（1） 由 � � � ��ln�，得 �� � � � �ln� ‴ � ．

当 h � � � e�
�
� 时，�� � � h；当 � � e�

�
� 时，�� � � h，

所以 � � 在 hte�
�
� 上为减函数，在 e�

�
�t ‴ � 上为增函数．

所以函数 � � min � � e�
�
� �� �

�e
．

（2） 存在 � � ht ‴ � ，使 � � � � � 成立，

即 ln� � �� � �在 � � ht ‴ � 上有解，

只需 � � ln�‴�
� max

．

设 � � � ln�‴�
�

，则 �� � � �ln�
��

．

当 h � � � �时，�� � � h；当 � � �时，�� � � h，
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所以 � � 在 ht� 上为增函数，在 �t ‴ � 上为减函数．

由此，� � max � �．

所以实数 �的取值范围为 ��t� ．

（3） 关于 �的方程 � � � � � � h在 e�
�
�te� 上有解，

等价于关于 �的方程 � � ln�‴�
�

在 e�
�
�te� 上有解．

而由（2）知，� � min � min � e�
�
� t� e� ．

因为 � � 在 �t ‴ � 上为减函数，所以 � e � � e� ；

又 � e�
�
� � �

�
e
�
� � � e � �

e
，

所以 � e�
�
� � � e� ，

从而 �的最小值是 �� � � � min � � e� � �‴�
e�

．

因为 �� �
�‴�
e�

� �‴�
��

，

所以要证明 �� � �，只要证明

�� �
�
�
‴
�
��
‴
�
��
‴�‴

�‴ �
��

� �h

因为

�� �
�
� ‴

�
��
‴
�
��
‴�‴

�‴ �
�� t

所以

�
�
�� �

�
��
‴
�
��
‴
�
��
‴�‴

�‴ �
��‴�

t

以上两式相减，得

�
�
�� �

�
�
‴
�
��
‴
�
��
‴�‴

�
��
�
�‴ �
��‴�

� � ‴
�
�
�
�
��
�
�‴ �
��‴�

�
�
�
�
� ‴ �
��‴�

h

所以 �� � � � �‴�
��

� �成立，因此 �� � �成立．

31.（1） 由题意知，�� � �� � �，� � � �
��
‴ �

��‴�
‴ �

��‴�
‴�‴ �

���

当 � � �时，� � � �
��
‴ �

��
‴ �

��
� �

�
‴ �

�
‴ �

�h
� ��

��h
� �

�
．

（2） 用数学归纳法加以证明：

①当 � � �时，
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� � �
�
��
‴
�
��
‴
�
�t
‴�‴

�
��

�
�
�
‴

�
�h

‴
�
��

‴
�
��

‴
�
��

‴
�
��

‴
�
�t

�
�
�
‴

�
�h

‴
�
��

‴
�
��

‴
�
��

‴
�
��

‴
�
�t

�
�
�
‴

�
��

‴
�
��

‴
�
��

‴
�
��

‴
�
��

‴
�
��

�
�
�
‴

�
��

‴
�
��

�
�
�
‴

�
��

‴
�
��

�
�
� t

所以当 � � �时，结论成立．

②假设当 � � �时，结论成立，即 � � � �
�
，

则 � � � ‴ �时，

� � ‴ � � � � ‴
�

��� ‴�
‴

�
��� ‴�

‴�‴
�

� �‴� �
�
�
��

�
�
�
‴

�
��� ‴�

‴
�

��� ‴�
‴�‴

�
� �‴� �

�
�
��

�
�
�
‴

��‴ �
� � ‴ � � � �

�
�

�� � �

�
�
�
‴

��‴ � �� � � � � � ‴ � � � �
� � ‴ � � � � �� � �

�
�
�
‴

��� � �� � �
� � ‴ � � � � �� � �

t

由 � � �，可知 ��� � �� � � � h，即 � � ‴ � � �
�
．

所以当 � � � ‴ �时，结论也成立．

综合①②可得，当 � � �时，� � � �
�
．

32.（1） 当 � � �时，���� � �� �
���

�

�����
，�� � ���� � �������，

�
��
� �

����
� �，从而

�
��

构成以 �为

首项，�为公差的等差数列.

（2） 由（1）可知，
�
��
� �

��
‴ � � � � � � �� � �，

所以 �� �
�

����
．

当 � � �时，

�
�
�� � �

� ����
� �

� ����
� �

�
� �
� ���

� �
�

�
���

� �
�
t

所以
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�� ‴
�
�
�� ‴

�
�
�� ‴���‴

�
�
��

� � ‴ �
�
� � �

�
‴ �

�
� �

�
‴���‴ �

���
� �

�

� �
�
� �

��
� �

�
h

33.（1） 由 �� �
��‴�
�

� �，

得 ���� �
�
�
���‴�� � �，

故
����
��
� ���‴��

��‴�
� �

��
，� � ��，

所以

����
��
� ����

��
� ����

��
� ����

��
‴ ����

��
� ����

��
‴���‴ ������

����
� ����

��

� �
��
‴ �

��
‴���‴ �

����
� �t

因此 ���� � ���� ���� � � ．

（2） 任取 � � ��，由（1）知，对于任意 � � �，
����
��
� ����

��
� ����

��
� ���‴��

��‴�
‴ ���‴��

��‴�
� ���‴��

��‴�
‴���‴ ������

����
� ����

��

� �
��
‴ �

��‴�
‴���‴ �

����

� �
����

h

．

故 ���� �
�

����
‴ ����

��
� �� � �

����
‴ �

��
� �

�

�
� �� � � ‴ �

�

�
� ��．

从而对于任意 � � �，均有 ���� � � ‴ �
�

�
� ��h����

由 �的任意性得 ���� � �．

否则，存在 �h � ��，有 ���h� � �，取正整数 �h � log�
�

���h���

��h
且 �h � �h，则

��h � �
�

�h
� ��h � �

�

log�
�

���h���
��h � ���h� � �，与�式矛盾．

综上，对任意 � � ��，均有 ���� � �．

34.（1） 因为 ����‴� � �‴ � �� ，当 � � �时，得 �� � �� ，

当 � � �时，��� � ��� ，所以 ��� � ��� .

又因为 ��t�t��� 成等差数列，所以 �� ‴ ��� � �，所以 �� �
�
�
.

由 ����‴� � �‴ � ��t变形得
��‴�
�‴�

� �
�
� ��

�
t其中 � � N� .

所以
��
�

是首项为
�
�
，公比为

�
�
的等比数列．

所以
��
�
� �

�
� �

�

���
� �

��
t所以 �� �

�
��
.

（2） �� � sin π�� � sin �π
��
t

所以 �� � �� ‴ �� ‴ �� ‴�‴ �� � � ‴ � ‴ sin �π
�
‴ sin �π

��
‴ sin tπ

��
‴�‴ sin �π

��
.

易知当 � � ht π
�

时，sin� � �成立．

所以 �� � � ‴ �π
�
‴ �π

��
‴ tπ

��
‴�‴ �π

��
.

令 � � �π
�
‴ �π

��
‴ tπ

��
‴�‴ �π

��
��
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则
�
�
� � �π

��
‴ �π

��
‴ tπ

��
‴�‴ ��� π

��
‴ �π

��‴�
��

���，得
�
�
� � �π

�
‴ π

��
‴ π

��
‴� ‴ π

��
� �π

��‴�
� �π

�
‴

π
�� �� �

�

���

����
� �π

��‴�
.

化简，得 � � π � �‴� π
��

� π .

即 �� � � ‴ π．

35. 当 n=1时，由已知易得，�� � h，

�� �
��
�
� h，���� � h � �

�
� �

�
� h，结论成立．

（�）当 � � �时，�� �� ��，

所以 ����� � ���� ‴ ���� � �，即 ���� �
�
�
，

所以 ��� ‴ ��� � �� ‴
��
�
� ����

�
� �

�
� �

�
� �

���
，即当 � � �时，结论成立．

（�）假设当 � � �（� � �� 且 � � �）时，结论成立，

即当 �� ‴ �� ‴�‴ �� � h，且 ���� ‴ ���� ‴ � ‴ ���� � �时，

有 ��� ‴ �� ‴�‴ ��� �
�
�
� �

��
．

则当 � � � ‴ �时，由 �� ‴ �� ‴�‴ �� ‴ ��‴� � h，且 ���� ‴ ���� ‴ � ‴ ���‴�� � �，

因为 ����‴�� � ��� ‴ �� ‴�‴ ��� ‴ ���‴�� � ���� ‴ ���� ‴ � ‴ ���‴�� � �，

所以 ���‴�� �
�
�
，

又因为 �� ‴ �� ‴�‴ ���� ‴ �� ‴ ��‴� � h，且 ���� ‴ ���� ‴ � ‴ ������ ‴ ��� ‴ ��‴�� � ���� ‴ ���� ‴

� ‴ ���‴�� � �，

由假设可得 �� ‴ �� ‴�‴ ���� ‴
��‴��‴�

�
� �

�
� �

��
，

所以

��� ‴ �� ‴�‴ �� ‴ ��‴�� � �� ‴ �� ‴� ‴ ���� ‴
��
�
‴ ��‴�

�‴�

� �� ‴ �� ‴�‴ ���� ‴
��‴��‴�

�
‴ ��‴�

�‴�
� ��‴�

�

� �
�
� �

��
‴ ��‴�

�‴�
� ��‴�

�

� �
�
� �

��
‴ �

�
� �

�‴�
���‴��

� �
�
� �

��
‴ �

�
� �

�‴�
� �

�

� �
�
� �

� �‴�
t

即当 � � � ‴ �时，结论成立．

综上，由（�）和（�）可知，结论成立．

36.（1） �� � � �
�
�� � ����

�
，� � ht ‴ � ．

当 � � h时，�� � � h恒成立，则函数 � � 在 ht ‴ � 上单调递增；

当 � � h时，由 �� � � �
�
�� � ����

�
� h .

则 � � ht �
�

，则 � � 在 ht �
�

上单调递增，在
�
�
t ‴ � 上单调递减．

（2） 由（1）得：当 � � h时显然不成立；
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当 � � h时，� � max � � �
�

� ln �
�
� �‴ � � � � ln� � �只需 �� ln� � � � h即 令 � � � � �

ln� � �，

则 �� � � � � �
�
，函数 � � 在 ht� 上单调递减，在 �t ‴ � 上单调递增．

所以 � � min � � � � h．则若 � � � h在 � � ht ‴ � 上恒成立，� � �．

（3）

� � �� �
���

� ln��ln�‴���
���

� ln��ln�
���

� �

�
ln��
�
���

� �
�
� �h

由 h � � � �得
�
�
� �，

由 （2） 得：ln �
�
� �

�
� �，则

ln��
�
���

� �
�
� � � �

�
� � � ���

�
� ����

� �‴�
� �

� �‴�
，

则原不等式
� � �� �

���
� �

� �‴�
成立．

37.（1） 函数 � � � �
�
‴ �ln�的定义域为 ht ‴ � ．

�� � �� �
��
‴ �

�
．

当 � � �时，�� � �� �
��
‴ �

�
� ���

��
，

令 �� � � h，得 � � �，

所以 �� � t� � 随 �的变化情况如下表：

� ht� � �t ‴ �
�� � � h �
� � � 极小值 �
所以 � � 在 � � � 处取得极小值 � � � �，无极大值.

� � 的单调递减区间为 ht� ，单调递增区间为 �t ‴ � ．

（2） 因为关于 �的方程 � � � �有解，

令 � � � � � � �，则问题等价于函数 � � 存在零点，

所以 �� � �� �
��
‴ �

�
� ����

��
．

令 �� � � h，得 � � �
�
．

当 � � h时，�� � � h在 ht ‴ � 上成立，函数 � � 在 ht ‴ � 上单调递减，

而 � � � � � � � h，� ���
�
� � �

���
�
�
‴ � � � �

�
� � � �

���
�
�
� � � �

�
� � � h，

所以函数 � � 存在零点．

当 � � h时，�� � t� � 随 �的变化情况如下表：

� ht
�
�

�
�

�
� t ‴ �

�� � � h ‴
� � � 极小值 �

所以 � �
�
� � � � ‴ �ln �

�
�� �ln�为函数 � � 的最小值，

当 � �
�
� h时，即 h � � � �时，函数 � � 没有零点，
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当 � �
�
� h时，即 � � �时，注意到 � � � �

�
‴ � � � � h，所以函数 � � 存在零点．

综上，当 � � h 或 � � �时，关于 �的方程 � � � �有解．

法二：

因为关于 �的方程 � � � �有解，

所以问题等价于方程 � ‴ �� ln� � � � h有解，

令 � � � �� ln� � � ‴ �，所以 �� � � �ln�，

令 �� � � h，得 � � �，

当 � � h时，�� � t� � 随 �的变化情况如下表：

� ht� � �t ‴�
�� � ‴ h �
� � � 极大值 �

所以函数 � � 在 � � �处取得最大值，而 � � � � � � ‴ � � h．� ���
�
� � � ‴ ����

�
� � � �

�
� � �

� � ���
�
� � h，

所以函数 � � 存在零点．

当 � � h时，�� � t� � 随 �的变化情况如下表：

� ht� � �t ‴�
�� � � h ‴
� � � 极小值 �

所以函数 � � 在 � � �处取得最小值，而 � � � � � � ‴ � � � � �．

当 � � � � � � ‴ � � � � � � h时，即 h � � � �时，函数 � � 不存在零点．

当 � � � � � � ‴ � � � � � � h，即 � � �时，� � � �� ln� � � ‴ � � � � h所以函数 � � 存在

零点．

综上，当 � � h 或 � � �时，关于 �的方程 � � � �有解．

法三：因为关于 �的方程 � � � �有解，

所以问题等价于方程
�
�
� � � � ln� 有解，

设函数 � � � � � � ln� ，所以 �� � �� ln�．

令 �� � � h，得 � � �，�� � t� � 随 �的变化情况如下表：

� ht� � �t ‴�
�� � ‴ h �
� � � 极大值 �

所以函数 � � 在 � � �处取得最大值，而 � � � �，

又当 � � �时，� � ln� � h，所以 � � � ln� � � � ln�，

所以函数 � � 的值域为 ��t� ，

所以当
�
�
� ��t� 时，关于 �的方程 � � � �有解，

所以 � � ��th � �t ‴� .

38.（1） �� � �，�� � � � ‴ � � �，

��‴� � � �� ‴ � ‴ � � � �� ，

�� � � ���� ‴ � � � � ，
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两式相减，得 ��‴� � ��� ‴ � � � � ，

经检验，当 � � �时上式也成立，

即 ��‴� � ��� ‴ � � � � ．

故 ��‴� ‴ � � � �� ‴ � ，

即 ��‴� � ���，且 �� � �，

故 �� 是等比数列．

（2） 由（1）得 �� � ��，

�� � � � � ‴ � � �� ‴ � � �� ‴� ‴ � � ��，

��� � � � �� ‴ � � �� ‴ � � �� ‴�‴ � � ��‴�，

两式相减，得

� ��� � � ‴ �� ‴ �� ‴�‴ �� � � � ��‴�

� � ����

���
� � � ��‴� t

化简得 �� �
�
�
� � �

�
� �� ‴ �

�
．

（3） 由
�
��
� �

����
� �

��
，

得

�
��
‴ �

��
‴ �

��
‴�‴ �

��

� �
�
‴ �

��
‴� ‴ �

��

�
�
� �� �

��

����

� �
�
� �

�
� �
��
t

又

�
��

� �
����

� ��‴���
���� ��‴���

� ��‴�

���� ��‴���

� �
�

�
����

� �
��‴���

t

有

�
��
‴ �

��
‴ �

��
‴�‴ �

��

� �
�
‴ �

�
�

����
� �

����
‴ �

����
� �

����
‴� ‴ �

����
� �

��‴���

� �
�
‴ �

�
�

����
� �

��‴���

� �
�
‴ �

��
� �

�
� �
��‴���

� ��
��
t

故
�
�
� �

����
� �

��
‴ �

��
‴ �

��
‴�‴ �

��
� ��

��
．

39.（1） 对 � � 求导得 �� � � �
�
‴ ��‴ �，由题可得 �� �

�
� � ‴ � ‴ � � h，解得 � �� �，代入原

函数符合题意．
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（2） 由（1）知 �� � � ���‴��‴�
�

，令 �� � � h，得 ��� ‴ ��‴ � � h．

①当 � � h，即 � � � � � � � �时，��� ‴ ��‴ � � h，�� � � h在 ht ‴ � 内恒成立，此时 � �

为增函数．

②当 � � h，即 � �� � �或 � � � �时，要使 � � 在定义域 ht ‴ � 内为增函数，只需在 ht ‴ �

内有 ��� ‴ ��‴ � � h即可．

设 � � � ��� ‴ ��‴ �，结合 � h � � � h，可知只需二次函数对称轴 � �
�
� h即可，解得 � � h，所

以 � � � �．

由① ②可知，若 � � 在其定义域内为增函数，�的取值范围是 � � �t ‴� ．

（3） 由题知 � � � ln� ‴ ��‴ �，当 � �� �时，� � � ln� � � ‴ �，其定义域是 ht ‴ � ，令

�� � � �
�
� � � h，得 � � �．则 � � 在 � � �处取得极大值，也是最大值．而 � � � h．所以

� � � h在 ht ‴ � 上恒成立．因此 ln� � � � �．因为 � � �t� � �，所以 ln�� � �� � �．则
ln��

��
�

����
��

� � � �
��
，所以

ln��

��
‴
ln��

��
‴� ‴

ln��

��
� � �

�
��

‴ � �
�
��

‴� � �
�
��

� � � � �
�
��
‴
�
��
‴�‴

�
��

� � � � �
�

� � �
‴

�
� � �

‴�‴
�

� � ‴ �

� � � � �
�
�
�

�
� ‴ �

�
��� � � � �
� � ‴ � h

所以结论成立．

40.（1） 因为 �� ��t�� 是直线 �t� � ��‴ �与 �轴的交点 ht� ，

所以 �� � h，�� � �．

因为数列 �� 是公差为 �的等差数列，

所以 �� � � � �．

因为点 �� ��t�� 在直线 �t� � ��‴ �上，

所以 �� � ��� ‴ � � �� � �．

所以数列 �� ， �� 的通项公式分别为 �� � � � �，�� � �� � � � � �� ．

（2） 因为 �� ht� ，�� � � �t�� � � ，所以 ��‴� �t�� ‴ � ．

所以 ����‴� � � �� ‴ �� � � �h��．

所以
�

���� � ‴
�

���� � ‴�‴ �
����‴� � �

�
�h

�
��
‴ �

��
‴� ‴ �

��
．

因为
�
��
� �

�����
� �

�����
� �

���� ��‴�
� � �

����
� �

��‴�
，

所以，当 � � �时，
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�
���� � ‴

�
���� � ‴� ‴

�
����‴� �

�
�
�h

� ‴ �
�
�
�
�
t
‴ �‴

�
�� � �

�
�

��‴ �
���������� 分

�
�
�h

t
�
�

�
��‴ �

�
�
�
h

又当 � � �时，
�

���� � �
�
�h
� �

�
．

所以
�

���� � ‴
�

���� � ‴�‴ �
����‴� � �

�
�
．

41.（1） 由已知 � � � �� � � ‴ �
�
� �

�
，

� � � �� � �� �
�
�
‴ �

�
‴ �

�
� ��

��
，

� � � �� � �� �
�
�
‴ �

�
‴ �

t
‴ �

�
� ��

�h
．

（2） 由（1）知 � � � �，� � � �；下面用数学归纳法证明：

当 � � �时，� � � �．

①由（1）当 � � �时，� � � �；

②假设 � � � � � � 时，� � � �，即

� � � �
�
‴ �

�‴�
‴�‴ �

��
� �，那么

� � ‴ � � �
�‴�

‴ �
�‴�

‴� ‴ �
��
‴ �

��‴�
‴ �

��‴�

� �
�
‴ �

�‴�
‴ �

�‴�
‴�‴ �

��
‴ �

��‴�
‴ �

��‴�
� �

�

� � ‴ �
��‴�

� �
��

‴ �
��‴�

� �
��

� � ‴ ��� ��‴�
�� ��‴�

‴ ��� ��‴�
�� ��‴�

� � � �
�� ��‴�

� �
� ��‴�

� �t

所以当 � � � ‴ �时，� � � �也成立．

由①和②知，当 � � �时，� � � �．

所以当 � � �和 � � �时，� � � �；当 � � �时，� � � �．

42.（1） 由 ��� � �� ‴ � � � �� � �� ‴ � � h，

得 �� � �� ‴ � �� ‴ � � h．

由于 �� 是正项数列，所以 �� � ht�� � �� ‴ �．．

于是 �� � �� � �，

� � �时，�� � �� � ���� � �� ‴ � � � � � � � � � � � ��．

综上，数列 �� 的通项 �� � ��．

（2） 由于 �� � ��t�� �
�‴�

�‴� ����
．

则 �� �
�‴�

��� �‴� � �
�
��

�
��
� �

�‴� � ．
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�� � �
��

� � �
��
‴ �

��
� �

��
‴ �

��
� �

t�
‴� ‴ �

��� � �
�

�‴� � ‴
�
��
� �

�‴� �

� �
��

� ‴ �
��
� �

�‴� � �
�

�‴� �

� �
��

� ‴ �
��

� t
��

．

43.（1） 对任意 � � ��，满足 ��‴� � �� ‴ t���（t � h且为常数）．

所以 �� � �� ‴ t��
�，�� � �� ‴ t��

�．

因为 ��，���，��� 依次成等比数列，

所以 ��� � � �� � ���，

所以 ���
� � �� � � �� ‴ t��

� ，�� � h，化为 ��� � ��� � ‴ t�� ．

所以 � �� ‴ t��
� � ��� � ‴ t �� ‴ t��

� ，�� � h，化为：�t���
� � t�� � � � h，解得 �� �

�‴ ��
�t

或

�� �
�� ��
�t

（舍去）．

（2） （ⅰ）由 ��‴� � �� ‴ t���（t � h且为常数），�� � h．

所以

�
��‴�

� �
��
� �

��‴t���
� �

��

� �
��

�
�‴t��

� �

� � t
�‴t��

h

即
�

��‴�
� �

��
�� t

�‴t��
．

（ⅱ）由（ⅰ）可得：
�

��‴�
� �

��
�� t

�‴t��
．

所以 �� �
�

�‴t��
� �

t
�
��
� �

��‴�
，

所以

�� �
�
t

�
��
� �

��
‴ �

��
� �

��
‴�‴ �

��
� �

��‴�

� �
t

�
��
� �

��‴�
h

由 ��‴� � �� ‴ t��� � �� � h，可得 � �
��‴�

�� �
��‴�

．

所以 �� �
�
t

�
��
� �

��‴�
� ��‴� �

�
t��

．

所以 �� � ��‴� �
�
t��

．

44. 分别取 � �� �th，得

�� � � � �� ‴ � ‴ t� � �t
�� � � � � �� � � ‴ t� � �t
�� h � � �t� � �h

因为

���� � � � ‴ � ‴ t � � � � ‴ t �
� �� ‴ � ‴ t� ‴ �� � � ‴ t�
� � ‴ � � �t

所以 ��� � �．

因为
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�� � ‴ t � � � � ‴ � ‴ t ‴ � � � ‴ t �
� �� ‴ � ‴ t� ‴ �� � � ‴ t�
� � ‴ � � �t

所以 �� ‴ t� � �．

因为 ��� � �� ‴ t � t� � �� ‴ t� ‴ �t� � � ‴ � � �，

所以 ��� � �．

45.（1） 函数 � � 求导可得 �� � � cos� � �sin� � cos� �� �sin� � � h ，令 �� � � h，得 � �

�π � � �� ，

当 � � ��πt �� ‴ � π � � � 时，sin� � h，此时 �� � � h；

当 � � ��‴ � πt ��‴ � π � � � 时，sin� � h，此时 �� � � h，

故函数 � � 的单调递减区间为 ��πt �� ‴ � π � � � ，单调递增区间为 �� ‴ � πt ��‴ � π � �

� ．

（2） 由（1）可知函数 � � 在区间 htπ 上单调递减，又 � π
�
� h，所以 �� �

π
�
．

当 � � �� 时，因为 � �π � � ‴ � π � � � ��π ‴ � � � � �‴� � ‴ � π ‴ � � h，且函数 � � 的

图象是连续不断的，所以 � � 在区间 �πt � ‴ � π 内至少存在一个零点．又 � � 在区间 �πt � ‴

� π 上是单调的，故 �π � ��‴� � �‴ � π，因此，

当 � � �时，
�
��
� �

�
π�
� �

�
；

当 � � �时，
�
��
� ‴

�
��
� �

�
π�

� ‴ � � �
�
；

当 � � �时，

�
��
� ‴

�
��
� ‴

�
��
� ‴�‴ �

��
� � �

π�
� ‴ � ‴ �

��
‴�‴ �

��� �

� �
π�

t ‴ �
���

‴�‴ �
��� ���

� �
π�

t ‴ � � �
�
‴� ‴ �

���
� �

���

� �
π�

� � �
���

� �
π�
� �

�
h

综上所述，对一切的 � � ��， �
��
� ‴

�
��
� ‴�‴ �

���
� �

�
．

46.（1） 依题意，得

��� � �� ‴ ��� ‴ ��� � �� ‴ ���
� � � �‴�

����
� � � �‴�

����

� �
�
t

所以 �� �
�
�
．

（2） 依题意，当 � � �时，��� � �� ‴ ��� ‴���‴ ��� � �� ‴ ��� ‴���‴ � � � ���� � � �
�‴�
����

� � � �‴�
����

� �
����

，

所以 �� �
�
�

���
．

又 �� � � � �‴�
�h

� �也适合此式，

所以 �� �
�
�

���
� � �� ，

所以数列 �� 是首项为 �，公比为
�
�
的等比数列，
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故 �� �
�� �

�

�

����
� � � �

�

���
．

（3） 因为 �� �
��‴��‴���‴����

�
‴ �‴ �

�
‴���‴ �

�
��，

所以 �� � ��，�� �
��
�
‴ �‴ �

�
��，�� �

��‴��
�

‴ � ‴ �
�
‴ �

�
��，

所以 �� � �� ‴ �� ‴���‴ �� � � ‴ �
�
‴���‴ �

�
�� ‴ �� ‴���‴ �� � � ‴ �

�
‴���‴ �

�
�� � �‴ �

�
‴���‴

�
�

� � �
����

� � � � ‴ �
�
‴���‴ �

�

记 � � � ln� ‴ �
�
� � � � � ，则 �� � � �

�
� �

��
� ���

��
� h，

所以 � � 在 �t ‴� 上是增函数，又 � � � h，即 � � � h．

又 � � �且 � � �� 时，
�

���
� �，

所以 � �
���

� ln �
���

‴ �
�

���

� � � h，即 ln �
���

� �
�
，

所以
�
�
� ln �

�
，

�
�
� ln �

�
，���，�

�
� ln �

���
，

即有
�
�
‴ �

�
‴���‴ �

�
� ln �

�
‴ ln �

�
‴���‴ ln �

���
� ln�，

所以 � � � ‴ �
�
‴ �

�
‴���‴ �

�
� � ‴ �ln�，即 �� � � ‴ �ln�．

47.（1） �� � � e� � �
�‴�

，

由 � � h是 � � 的极值点，得 �� h � h，

解得 � � �．

于是 � � � e� � ln � ‴ � ，定义域为 � �t ‴ � ，�� � � e� � �
�‴�

．

函数 �� � � e� � �
�‴�

在 � �t ‴ � 单调递增，且 �� h � h，

因此当 � � � �th 时，�� � � h；

当 � � ht ‴ � 时，�� � � h．

所以 � � 在 � �th 单调递减，在 ht ‴ � 单调递增．

（2） 当 � � �，� � � �t ‴� 时，ln � ‴ � � ln � ‴ � ，

故只需证明当 � � �时，� � � h．

当 � � �时，函数 �� � � e� � �
�‴�

在 � �t ‴ � 单调递增．

又 �� � � � h，�� h � h，

则 �� � � h在 � �t ‴ � 有唯一实根 �h，且 �h � � �th ．

当 � � � �t�h 时，�� � � h；

当 � � �ht ‴ � 时，�� � � h，

从而当 � � �h 时，� � 取得最小值．

由 �� �h � h，得 e�h � �
�h‴�

，ln �h ‴ � �� �h，

则 � � � � �h � �
�h‴�

‴ �h �
�h‴� �

�h‴�
� h．

综上，当 � � �时，� � � h．

48.（1） � � �时，� � � ln� � � ���
�‴�

� � � ，求导可得 �� � � �
�
� � �‴� �� ���

�‴� � � ��� �

� �‴� � � h，
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所以，在 � � �t ‴ � 单调递增，故 � � 的最小值是 � � � h．

（2） 依题意，�� �
ln �‴� �ln�
�‴���

� ln � ‴ �
�
．

� 由（1）可知，若取 � � �，则当 � � �时 � � � h，即 ln� � � ���
�‴�

.

于是 ln � ‴ �
�
�

� �‴����

�‴��‴�
� �

��‴�
，即知

�
��
� ��‴�

�
．

所以 �� � ���
� �

��
� � ���

� ��‴�
�

� � � �‴�
�

．

� 取 � � �，则 � � � ln� � � ���
�‴�

� � � ，求导可得 �� � � �
�
� � �‴� �� ���

�‴� � � ��� ���
� �‴� � ．

当 � � �t� 时，�� � � h，故 � � 在 �t� 单调递减．

所以，� � �t� 时，� � � � � � h，即 ln� � � ���
�‴�

．

注意到，对任意正整数 �，� ‴ �
�
� �t� ，于是 �� � ln � ‴ �

�
�

� �‴����

�‴��‴�
� �

��‴�
，

即知
�
��
� ��‴�

�
．

所以 �� � ���
� �

��
� � ���

� ��‴�
�

� � � ��‴t
�

．

49.（1） 用数学归纳法证明：�� � h，当 � � �时，�� � � � h，成立，

假设当 � � �时成立，则 �� � h，那么 � � � ‴ �时，若 ��‴� � h，则 h � �� � ��‴� ‴ ln � ‴ ��‴� �

h，矛盾，故 ��‴� � h，因此 �� � h � � �� ，

所以 �� � ��‴� ‴ ln � ‴ ��‴� � ��‴�，因此 h � ��‴� � �� � � �� ．

（2） 由 �� � ��‴� ‴ ln � ‴ ��‴� 得 ����‴� � ���‴� ‴ ��� � ��‴�
� � ���‴� ‴ ��‴� ‴ � ln � ‴ ��‴� ，

记函数 � � � �� � ��‴ � ‴ � ln � ‴ � ，� � h，

所以 �� � � ���‴�
�‴�

‴ ln � ‴ � � h，

所以 � � 在 ht ‴� 上单调递增，

所以 � � � � h � h，

因此 ��‴�
� � ���‴� ‴ ��‴� ‴ � ln � ‴ ��‴� � h，

故 ���‴� � �� �
����‴�

�
．

（3） 因为 �� � ��‴� ‴ ln � ‴ ��‴� � ��‴� ‴ ��‴� � ���‴�，

所以 �� �
�

����
，

由
����‴�

�
� ���‴� � �� 得

�
��‴�

� �
�
� � �

��
� �

�
� h，

所以
�
��
� �

�
� � �

����
� �

�
� � � ���� �

��
� �

�
� ����，

所以 �� �
�

����
，

综上所述
�

����
� �� �

�
����

．

50.（1） 由已知，得 �� � � � �
�
���� ‴

�
�
� � � �

�
���� � � ，

又 �� � � � � � h，

则数列 �� � � 是首项为 �，公比为 �的等比数列．



第 43页（共 89页）高中数学解题研究会 QQ群 339444963

所以 �� � � � �
�

���
，得 �� �

�
�

���
‴ �．

（2） �� � � �� � � � � �
�

���
．

设 �� � � ‴ �
�
‴ �

��
‴ �

��
‴�‴ ���

����
‴ �

����
h���

则
�
�
�� �

�
�
‴ �

��
‴ �

��
‴ �

��
‴�‴ ���

����
‴ �

��
h���

���，得
�
�
�� � � ‴ �

�
‴ �

��
‴ �

��
‴ �

��
‴�‴ �

����
� �

��
� � � �

����
� �

��
，

所以 �� � � � �
����

� �
����

� � � �‴�
����

．

�� � � � �‴�
����

� �，又 �� � � �
�

���
� h，

所以数列 �� 是递增数列，则 �� � �� � �，

因此，� � �� � �．

51.（1） 由题得 � ‴ � ��‴�
� � �‴ � � ���� � �‴ �� � �，

故 ��‴� � � ��‴� ‴ � � ‴ � � �� � � ��� ‴ � ‴ � ，

由 �� � h，� � ��，可知 ��‴� ‴ � � ‴ � � h，��� ‴ � ‴ � � h，

所以 ��‴� � �与 �� � �同号，又 �� � � � � � h，故 �� � �．

（2） 由（Ⅰ）知 �� � �，故 � ‴ � ��‴�
� � ���� ‴ �� � �‴ � ���，

所以 ��‴� � ��，� � �� � �．

因为 �� � �‴ � ��‴�
� � ����，所以，

�� � ���
� � ��

�，�� � ���
� � ���

�，�，�� � �‴ � ��‴�
� � ����，

相加得 �� ‴ �� ‴�‴ �� � �‴ � ��‴�
� � � � ��．

所以 ��‴�
� � ��‴�

�‴�
，即 ��� �

��‴�
�

� � � ，

于是
���

��
� �

��
‴ �

��
� � �

���
� �

�
‴ �

���
� �

�
‴ �

�‴�
� � � ．

当 � � �时，
��
�

��
� �

�
� �

t
；

当 � � �时，
��
�

��
‴

��
�

��
� �

�
‴ �

��
‴ �

��
� �

�
‴ �

�
� �

t
；

当 � � �时，

��
�

�
‴

��
�

�
‴

��
�

��
‴�‴ ��

�

��
� �

�
‴ �

�
‴ �

��
‴ � �

�
� �

�
‴ �

�
� �

�
‴ �

t
‴ � �

�
� �

t
‴

�
�
� �

t
‴ �

�
‴�‴ � �

���
� �

�
‴ �

���
� �

�
‴ �

�‴�

� �
�
‴ �

�
‴ �

��
‴ � �

�
� �

�
‴ �

�
� �

t
‴�‴ �

���
� �

�
‴

�
�
� �

�
‴ �

t
‴ �

�
� �

t
‴ �

�
‴�‴ �

���
� �

�
‴ �

�‴�

� �
�
‴ �

�
‴ �

��
‴ � �

�
� �

�
‴ �

�
� �

�
� �

�
‴ �

�‴�

� � ‴ �
�
‴ �

�
‴ �

��

� �
t
h

综上，
��
�

�
‴

��
�

�
‴�‴ ���

��
� �

t
� � � ．

52.（1） 因为 � � � e� � � � ‴ � ，
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所以 �� � � e� � �，

因为 � � h，�� � � e� � � � h的解为 � � ln�．

所以 � � min � � ln� � � � � ln� ‴ � �� �ln�，

因为 � � � h对一切 � � �恒成立，

所以 � �ln� � h，

所以 �ln� � h，

所以 �max � �．

（2） 因为 � � � e� � � � ‴ � ，

所以 � � � � � ‴ �
e�
� e� ‴ �

e�
� �� � �．

因为 � �� �，直线 ��的斜率恒大于常数 �，

所以

�� � � e� � �
e�
� � � � e� � � �

e�
� �

�� � ‴ � � �
� �t � �� � t

解得 � � �，

所以 实数 �的取值范围是 ��t� ．

（3） 设 � � � e� � � � �，则 �� � � e� � �，令 �� � � h得：� � h．

在 � � h时 �� � � h，� � 递减；在 � � h时 �� � � h，� � 递增．

所以 � � 最小值为 � h � h，故 e� � � ‴ �，取 � �� �
��
，� � �t�t�t�� � �，得 � � �

��
� e�

�
��，即

����
��

�
� e�

�
�，累加得

�
��

�
‴ �

��

�
‴�‴ ����

��

�

� e�
����
� ‴ e�

����
� ‴�‴ e�

�
�

� e�
�
� ��e��

��e��

� e
e��

h

所以 �� ‴ �� ‴�‴ �� � � � � e
e��

� �� �，故存在正整数 � � �．

使得 �� ‴ �� ‴�‴ �� � � � � e
e��

� �� �．

53.（1） �� � ���‴� ‴ � � � ��‴ � ���‴�，曲线 � � ���‴� ‴ �在点 �t� 处的切线斜率为 ��‴ �，

从而切线方程为 � � � � ��‴ � � � � ．

令 � � h，解得切线与 �轴交点的横坐标 �� � � � �
�‴�

� �
�‴�

．

（2） 由题设和（1）中的计算结果知

�� � ��
���

� ��� �����
� � �

�

� �
�

�
��� ����

��

�
．

当 � � �时，�� �
�
�
．

当 � � �时，因为 �����
� � ����

��

�
� ���� �

�� � � ���� ���
�� � � ����

��
� ���

�
．
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所以 �� �
�
�

�
� �

�
� �

�
����� ���

�
� �

��
．

综上，对任意的 � � ��，均有 �� �
�
��
．

54.（1） 求得 �� � �� � �．

（2） 要证
��
��
‴ ��

��
‴�‴ ��

��‴�
� �

�
� �

�
，先从

��
��‴�

� ����
��‴���

中分离出
�
�
，

则只要证
�

� ����
‴ �

� ����
‴�‴ �

� ��‴���
� �

�
．

证一：

设等比数列 �� 的公比为 t h � t � � ，所以 �� ‴ �� ‴�‴ �� ‴� � ��
��t

，

设
��
��t

� ��
����

� �
�
，可得 �� �

�
��
，所以 �� �

�
��
� �

�

���
� �

�
� �

�

�
，

易证
�

� ��‴���
� �

�
� �

�

�
．

证二：

由于 � � �
��‴�

为递增数列，则
�

� ��‴���
� �

����‴� �� �
��‴�

� �

����‴� �� �
��

� �
����

．

55.（1） 由已知，对 � � �有：
�

��‴�
� ����

��� ��
� �

��� ��
� �

���
，

两边同除以 �，得：
�

���‴�
� �

��� ��
� �

� ���
，

即
�

���‴�
� �

��� ��
�� �

���
� �

�
，

于是，

���
��� �

���‴�
� �

��� ��
� �� ���

��� �
���

� �
�

�

�� � � �
���

t

即
�

��� ��
� �

��
�� � � �

���
，� � �，

所以
�

��� ��
� �

��
� � � �

���
� ����

���
，即 �� �

�
����

，� � �，

又 � � �时也成立，故 �� �
�

����
，� � ��；

（2） （ⅰ）由（�）可知

�
��‴�
� � �

��
� � � � ‴ � � � � � �� � � � � ��� � � � h，

所以
�

��‴�
� � �

��
�，即对一切 � � ��，都有

�
��‴�
� � �

��
�；

（ⅱ）当 � � �，有

��
� � �

���� � �
�

���� ����

� �
�

�
����

� �
����

t

所以 � � �时，有

���
� ��

�� � � ‴ ���
� ��

�� � � ‴ �
�

�
�
� �

t
‴ �

t
� �

�
‴�‴ �

����
� �

����

� � ‴ �
�

�
�
� �

����
� � ‴ �

�

� �
�
t
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又 � � �时，��
� � � � �

�
满足上式，

故对一切 � � ��，有 ��
� ‴ ��

� ‴�‴ ��� �
�
�
．

56.（1） 当 � � �时，有 � � � ‴ � �� ‴ � � �‴ � ���，解得 �� � �．

当 � � �时，有 � � � ‴ � �� ‴ �� ‴ � � � ‴ � ���，解得 �� � ��．

（2） 法一：

当 � � �时，有

� �� ‴ � �
� ‴ � ���
� ‴ �

t ����

� ���� ‴ � �
� ‴ � �����

�
t ����

���

得

��� �
�‴ � ���
� ‴ �

�
� ‴ � �����

�
t

即

��
����

�
�‴ � �

��
h

所以
��

�‴� � �
����
��

� ����
��� � � � � ��

��
� �．

所以 �� � �‴ � � � � � ．

另解：�� �
��
����

� ����
����

� � � ��
��
� �� �

�‴� �

��
� ��

��� � � � � �
�

��
� �� � �‴ � �．

又当 � � �时，有 �� � �，

所以 �� � �‴ � �．

法二：

根据 �� � �，�� � ��，猜想 �� � �‴ � �．

用数学归纳法证明如下：

（i）当 � � �时，有 �� � � � � ‴ � �，猜想成立．

（ii）假设当 � � �时，猜想也成立，即：�� � �‴ � �．

那么当 � � � ‴ �时，有 � � ‴ � ‴ � ��‴� ‴ � � � ‴ � ‴ � ���‴�，即

� ��‴� ‴ � �
� ‴ � ‴ � ���‴�
� ‴ � ‴ �

t����

又

� �� ‴ � �
� ‴‴ � ���
� ‴ �

t�������

得

���‴� �
�‴ � ���‴�
� ‴ �

�
� ‴ � ���
� ‴ �

�
� ‴ � ���‴�
� ‴ �

�
� ‴ � � � ‴ � �

� ‴ �
t

解，得

��‴� � �‴ � � � �‴ � ‴ � �h
所以当 � � � ‴ �时，猜想也成立．

因此，由数学归纳法证得 �� � �‴ � � 成立．
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（3） 因为 �� �
�‴�
��

� �
�‴� � �

�
� �‴�

� �
�
� �

�‴�
，

�� � �� ‴ �� ‴ �� ‴�‴ ���� ‴ ��
� �

��
‴ �

��
‴ �

��
‴�‴ �

��
‴ �

�‴� �

� �
��
‴ �

���
‴ �

���
‴� ‴ �

��� �
‴ �

� �‴�

� �
�
‴ �

�
� �

�
‴ �

�
� �

�
‴�‴ �

���
� �

�
‴ �

�
� �

�‴�

� �
�
‴ �

�
� �

�‴�
� �

�
h

57.（1） 因为 � � � ln � � � � � � � � ‴ �， � � �

所以 �� � � �
���

� �，

当 � � h时，�� � � h恒成立，故函数在 �t ‴ � 为增函数，

当 � � h时，令 �� � � h，得 � � �‴�
�
．

当 �� � � h，即 � � � � �‴�
�

时，函数为增函数，

当 �� � � h，即 � � �‴�
�

时，函数为减函数，

综上所述，当 � � h时，函数 � � 在 �t ‴� 为增函数，

当 � � h时，函数 � � 在 �t �‴�
�

为增函数，在
�‴�
�
t ‴ � 为减函数．

（2） 由（1）知，当 � � h时，�� � � h函数 � � 在定义域内单调递增，� � � h不恒成立，

当 � � h时，函数 � � 在 �t �‴�
�

为增函数，在
�‴�
�
t ‴ � 为减函数．

当 � � �‴�
�

时，� � 取最大值，� �‴�
�

� ln �
�
� h．

所以 � � �，即实数 �的取值范围为 �t ‴ � ．

（3） 由（2）知 � � �时，� � � h恒成立，即 ln � � � � � � �，

所以
ln ���

�
� � � �

�
，

因为
ln�
�‴�

� �ln�
� �‴�

� ln��

� �‴�
� ����

� �‴�
� ���

�
，

取 � � �t�ttt�t�t� ‴ �累加得

所以
ln�
�
‴ ln�

�
‴�‴ ln�

�‴�
� �

�
‴ �

�
‴ �

�
‴�‴ ���

�
� � ���

�
， � � �t� � � ．

58.（1） 方法一：由 ���‴� � ���t����可得当 � � �时， � � � �� � ���������，

由��� 可得，

���‴� � � � � �� � � �� � ���� � ���t
所以

���‴� � �‴ � ��t

即当 � � �时，
��‴�
��

� �‴�
�
，所以

��
��
� �

�
，

��
��
� �

�
，

�t
��
� t

�
，�，

��
����

� �
���

，将上面各式两边分别相乘得，

��
��
� �

�
，即

�� �
�
�
� �� � � � t

又 �� � ��� � ��� � �，所以 �� � � � � � ，此结果也满足 ��，��，故 �� � �对任意 � � �‴ 都成立．

方法二：由 ���‴� � �‴ � ��，得
��‴�
�‴�

� ��
�
，所以

��
�

为常数列．
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（2） 依题意可得

�� �
���‴�
�����‴�

� �
��‴ �

�� � ‴ � � �
�
��
�

�
� ‴ � � h

所以

�� �
�
��
�
�
��
‴
�
��
�
�
��
‴
�
��
�
�
t�
‴�� ‴

�
��
�

�
� ‴ � �

� � ‴
�
�
�

�
� ‴ � � �

�
� ‴ � � � � ‴

�
�

�
t
�
h

59.（1） 由 ��‴� � ��� ‴ � ，得 ��‴� ‴ � � � �� ‴ � ，

所以 �� ‴ � 是首项为 t ，公比为 � 的等比数列，

所以 �� ‴ � � t � ���� ，即 �� � t � ���� � � ．

（2） 由（1）知 �� �
�

t�����
，

所以 �� �
�
t

�
�h
‴ �

��
‴ �

��
‴�‴ �

����
�� ，

�
�
�� �

�
t

�
��
‴ �

��
‴ �

��
‴�‴ �

��
�� ，

所以① � ②得：

�� �
�
t

�
�h
‴
�
��
‴
�
��
‴�‴

�
����

�
�
��

�
�
t

� �
�
��

� �
�
�

�
�
��

�
�
t
� �

� ‴ �
��

�
�
t
�
�
t
�
� ‴ �
��

�
�
t
t

又因为 ��‴� � �� �
�
t

�‴�
��

� �‴�
��‴�

� �
t
� �‴�

��‴�
� h ，

所以数列 �� 为单调递增数列 ， 所以 �� � �� �
�
t
，

所以 �� � ��t �
t
� �� �

�
t
．

60.（1） 设点 �的坐标为 �ht�h ．由题意，有

�h
�

��
‴
�h
�

��
� �h����

由 � � �th ，� �th ，得

��� �
�h

�h ‴ �
t��� �

�h
�h � �

h

由 ��� � ��� ��
�
�
，可得 �h

� � �� � ��h
�，代入�并整理得

�� � ��� �h
� � hh

由于 �h � h，故 �� � ���．于是
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�� �
�� � ��

��
�
�
�
t

所以椭圆的离心率 � � �
�
．

（2） 证法一：依题意，直线 ��的方程为 � � ��，设点 �的坐标为 �ht�h ．

由条件得

�h � ��ht
�h
�

��
‴
�h
�

��
� �t

消去 �h 并整理得

�h
� �

����

���� ‴ ��
h����

由 ���� � ����，� � �th 及 �h � ��h，得

�h ‴ � � ‴ ���h
� � ��t

整理得

� ‴ �� �h
� ‴ ���h � hh

而 �h � h，于是 �h �
���
�‴��

，代入�，整理得

� ‴ �� � � ���
�
�

�
‴ �h

由 � � � � h，故 � ‴ �� � � ��� ‴ �，即 �� ‴ � � �，

因此 �� � �，所以 ��� � �．

证法二：依题意，直线 ��的方程为 � � ��，

可设点 �的坐标为 �ht��h ．由点 �在椭圆上，有

�h
�

��
‴
���h

�

��
� �h

因为 � � � � h，��h � h，所以

�h
�

��
‴
���h

�

��
� �t

即

� ‴ �� �h
� � ��h����

由 ���� � ����，� � �th ，得

�h ‴ � � ‴ ���h
� � ��t

整理得

� ‴ �� �h
� ‴ ���h � ht

于是 �h �
���
�‴��

，代入�，得

� ‴ ��
���

� ‴ �� � � ��t

解得 �� � �，所以 ��� � �．

61.（1） 因为 �� � � � � �� � � ‴ t� � �，�� � � � �� ‴ � ‴ t� � �，

所以 �� � � ‴ t ‴ � ‴ � ‴ t� � �� � � ‴ t� ‴ �� ‴ � ‴ t� � �，
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即 �� ‴ �t� � �，

化简，得 �� ‴ t� � �．

（2） 由 � � �� � h，得 � �
��
�� �，

则 � � 在 � �t� 上递增，

所以 � � � � � � ‴ tt� ‴ � ‴ t ．

① 当 � ‴ t � h时，� ‴ � ‴ t � � � h，

即 � � � � � h，

此时 �� � � � �，

即存在 � � �，使得 �� � � � �成立．

② 当 � ‴ t � h时，� � � ‴ t �� � � h，

即 � � � �� � � h，

此时 �� � � � � �，

即存在 � �� �，使得 �� � � � �成立．

③ 当 � ‴ t � h时，� � � � �t� ，

存在 �使得 �� � � � �成立，

综上，存在 � �� �，使得 �� � � � �成立．

62.（1） �� � �� ‴
�
��
� � ‴ � � �，�� � �� ‴

�
��
� � ‴ �

�
� t

�
．

（2） 当 � � �t�t�ttt�时，

� ��
� � ���� ‴

�
����

�
� ����

� ‴ �
����
� ‴ � � ����

� ‴ �，

∴ ��
� � ����

� � �，则 ��� � ��
� � ���

� ��
� � ����

�� � � � � � ．

∴ ��� � ��
� ‴ � � � � � �� � �，则 �� � �� � �．

又∵ �� � �，�� � ���� ‴
�

����
� � �t�t�t� ，∴ ���� � h．

� �� � ���� � �� � �．

� ��� � ��
� �

���

�

��
� � ����

��

� � � � � ‴
���

�
�

����
� � � � � � ‴ � � �� � �

� �� � �
∴ ��� � �� � � ‴ ��

� � �� � �，∴ �� � �� � �．

∴ �� � � � �� � �� � � � � �t�t�ttt� ．

63.（1） 令 � � �，得

��
� ‴ �� � � � ht

即

�� ‴ � �� � � � ht
� �� � h，� �� � �，�� � �．

（2） � �� � �� ‴ � �� ‴ � � h，且数列的各项均为正数，
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� �� � �� ‴ �．

当 � � �，且 � � �� 时，�� � �� � ���� � ��，���①

当 � � �时，�� � �满足 ①，

� �� � ��，� � ��．

（3） 因为

�
�� �� ‴ �

�
�

�� ��‴ �

�
�

�� � � ��‴ �

�
�
�

�
�� � �

�
�

��‴ �
t

所以

�
�� �� ‴ �

‴
�

�� �� ‴ �
‴�‴

�
�� �� ‴ �

�
�

� � �
‴
�
�
�
�
�
�
t
‴
�
t
�
�
�
‴ �‴

�
�� � �

�
�

��‴ �

�
�
�
‴
�
�
�
�
�

�
��‴ �

�
�
�
‴
�
�

�
�
�
h

64.（1） 由已知，对 � � �有
�

��‴�
� ����

��� ��
� �

��� ��
� �

���
，

两边同除以 �，得
�

���‴�
� �

��� ��
� �

� ���
，即

�
���‴�

�
�

� � � ��
��

�
� � �

�
�
�
t

于是

���

���
�

���‴�
�

�
� � � ��

� ��
���

���
�

� � �
�
�
��

�� � �
�

� � �
t

即

�
� � � ��

�
�
��

�� � �
�

� � �
t� � �t

所以

�
� � � ��

�
�
��
� � �

�
� � �

�
�� � �
� � �

t

所以

�� �
�

�� � �
t� � �h

又 � � �时也成立，故 �� �
�

����
t� � ��．

（2） 当 � � �，有
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��
� �

�
�� � � � �

�
�� � � �� � �

�
�
�

�
�� � �

�
�

�� � �
t

所以 � � �时，有

���

�

��
�� � � ‴

���

�

��
�� � � ‴

�
�

�
�
�
�
t

‴
�
t
�
�
�

‴ �‴
�

�� � �
�

�
��� �

� � ‴
�
�
�
�
�

�
�� � �

� � ‴
�
�
�
�
�
h

又 � � �时，��
� � � � �

�
，故对一切 � � ��，有 ���

� ��
�� � �

�
．

65.（1） 由题意知，�� � ��，�� � � � t���，所以由 �� � ��hh� ‴ t�� � �h�h，得

�� ‴ �� ‴ �� � ��hh� ‴ t�� � �h�h ⇒ �� � ��� ‴ �� � �hh� � �h�h
⇒ t� � �t‴ � � ht

解得

� � t � �t
又 t为整数，所以 t � �．

（2） 假设数列 �� 中存在一项 ��，满足 �� � �� ‴ ��‴� ‴ ��‴� ‴���‴ ��‴���，

因为 �� � ��，所以

�� � ��‴��� ⇒ �� � ��‴���

⇒ � � � ‴ � � �
⇒ � � �‴ �t �

所以

�� � �� � �� ‴ ��‴� ‴ ��‴� ‴���‴ ��‴���
� �� ‴ ��‴� ‴���‴ ��‴���

�
�� �� � �
� � �

� ��‴� � �� � ��‴� t
所以 � � � ‴ �，此与（*）式矛盾，所以，这样的项 �� 不存在．

（3） 由 �� � ��，得 �� � ��t � ��t � �� � �� ‴ � � � t，则 t � �� t��
���

，

又 �� � ��t� � ��t� � �� � �� ‴ � � � t ⇒ ��t� � �� � � � � � �� t��
���

，

从而 �� t ‴ � t � � � �� t � � � ���
���

，

因为 �� � �� ⇒ �� � ��，所以 t � �，

又 �� � h，故 t � ���
���

� �．

又 � � � � �，且（� � �）是（� � �）的约数，所以 t是整数，且 t � �．

对于数列 �� 中任一项 ��，由 �� � ��，�� � ��，

可设 � � �，此时有

�� � ��t��� � �� ‴ �� t��� � �
� �� ‴ �� t � � � ‴ t ‴ t� ‴�‴ t���

� �� ‴ t � � � � ‴ t ‴ t� ‴�‴ t���

� �� ‴ � � � � ‴ t ‴ t� ‴�‴ t��� ‴ � � � � th
由于 � � � � ‴ t ‴ t� ‴�‴ t��� ‴ �是正整数，所以 �� 一定是数列 �� 的项．

66.（1） 由已知得 ��‴� ‴ �� � � �� ‴ ���� ， � � �t� � �‴ ，
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则 ��‴� � ��� ，

又 �� � �，则 �� 是以 �为首项、 �为公比的等比数列．

（2） （i） 解法 1：

由（I）得 �� � ��，即 ��‴� ‴ �� � ��，

则 �� ‴ ���� � ����， � � � ，

相减得 ��‴� � ���� � � � ����， � � � ，

则 �� � �� � � � ��，�t � �� � � � ��，�，����� � ����� � � � ����� ，

相加得 ����� � �� �
� ������

�
，

则 ����� �
�����‴�

�
，

当 � � �时上式也成立

由 ��� ‴ ����� � ����� 得 ��� �
�����
�

，

故 �� �
��� �� �

�
．

解法 2：

由 ��‴� ‴ �� � ��

得 � � �‴���‴� � � � ��� �� � � �，

则 � � ��� � � � ������� �� � � ���，�， � � ��� � � � ��� �� � � �，

相加得 �� �
��� �� �

�
．

解法 3：

由 ��‴� ‴ �� � �� 得 ��‴�
��‴�

‴ �
�
� ��
��
� �

�
，

设 t� �
��
��
，

则 t�‴� ‴
�
�
t� �

�
�
，

可得 t�‴� �
�
�
�� �

�
t� �

�
�
，

又 t� �
�
�
，

故 t� �
�
�
� �

��
� � �

�

���
，

则 �� �
��� �� �

�
．

（ii） 证法 1：

易证
�

�����‴�
� �

����
．

则

�
��
‴
�
��
‴�� ‴

�
�����

�
�

�� ‴ �
‴

�
�� ‴ �

‴�� ‴
�

����� ‴ �

� � ‴
�
��
‴�� ‴

�
����

�
�
�
� �

�
��

�
�
�
h

同理可得
�

�����
� �

������
，
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则

�
��
‴
�
��
‴�� ‴

�
���

�
�

�� � �
‴

�
�� � �

‴�� ‴
�

��� � �

�
�
�
‴

�
� � ��

‴�� ‴
�

� � ����

�
�
��

� �
�
��

�
�
��

h

故
�
��
‴ �

��
‴�� ‴ �

�����
‴ �

���
� �

�
‴ �

��
� �

�
．

证法 2：
�

�����
‴ �

���
� �

�����‴�
‴ �

�����
� � �����‴���

�����‴� �����

� � �����‴���

���������

� �
�����

‴ �
���
h

故

�
��
‴
�
��
‴�� ‴

�
�����

‴
�
���

� � ‴
�
� ‴

�
��
‴
�
��
‴�� ‴

�
�����

‴
�
���

�
�
�
‴
�
�
� �

�
�����

�
�
�
‴
�
�
�
��
��

�
��
��

�
��
��

�
�
�
h

证法 3：
�
��
‴
�
��
‴�� ‴

�
�����

�
�

�� ‴ �
‴

�
�� ‴ �

‴�� ‴
�

����� ‴ �

� � ‴
�
��
‴
�
�t
‴�� ‴

�
�����

� � ‴
�
�
� �

�
�����

�
�
�
h

易证
�

�����
� �‴�

�����‴�
� t

���
.

则

�
��
‴
�
��
‴�� ‴

�
���

�
�

�� � �
‴

�
�� � �

‴�� ‴
�

��� � �

�
�
�
‴
t
��
‴
t
��
‴�� ‴

t
���

�
�
�
‴
t
��

� �
�

�����
�
��
��

h

故
�
��
‴ �

��
‴�� ‴ �

�����
‴ �

���
� �

�
‴ ��

��
� ��t

��
� ���

��
� �

�
．

67.（1） 答案不唯一．如 �项子列：
�
�
，

�
�
，

�
�
．

（2） 由题意，知

� � �� � �� � �� � �� � �t � ht
所以 t � �� � �� � h．

因为 �t � �� ‴ �t，�� � �， �t � h，
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所以 �t � �t � �� � h � � �� �，解得 t �� �
�
．

所以 � �
�
� t � h．

（3） 由题意，设 t� 的公比为 t，则

t� ‴ t� ‴ t � ‴ t� ‴ tt ‴ t� � t� � ‴ t ‴ t� ‴ t� ‴ t� ‴ tt h

因为 t� 为 �� 的一个 �项子列，

所以 t为正有理数，且 t � �，t� �
�
�
� � � � �� ．

设 t � �
�
（�t� � ��，且 �，�互质，� � �）．

当 � � �时，因为 t � �
�
� �

�
，所以

t� ‴ t� ‴ t � ‴ t� ‴ tt ‴ t� � t� � ‴ t ‴ t� ‴ t� ‴ t� ‴ tt

� � ‴
�
�
‴

�
�

�

‴
�
�

�

‴
�
�

�

‴
�
�

t

t

所以

t� ‴ t� ‴ t � ‴ t� ‴ tt ‴ t� �
��
��

h

当 � � �时，因为 t� � t�tt �
�
�
� �t

�t
是 �� 中的项，且 �，�互质，所以 � � �t �� � � �� ，所以

t� ‴ t� ‴ t � ‴ t� ‴ tt ‴ t� � t� � ‴ t ‴ t� ‴ t� ‴ t� ‴ tt

�
�
�

�
�t

‴
�
���

‴
�

����
‴

�
����

‴
�
���

‴
�
�t

h

因为 � � �，�t� � ��，所以

t� ‴ t� ‴ t � ‴ t� ‴ tt ‴ t� � �‴
�
�
‴

�
�

�

‴
�
�

�

‴
�
�

�

‴
�
�

t

�
��
��

h

综上，t� ‴ t� ‴ t � ‴ t� ‴ tt ‴ t� �
��
��
．

68.（1） 由题意 �� � � � ‴ �
��
� �

�
� �����‴�

��
，

由于 � � 无极值点，故 �� � ��‴ � � h在 ht ‴ � 恒成立，

即 � � � ‴ �
�
，� � ht ‴� 恒成立，

又 � ‴ �
�
� �（ � � �取等号），故 � ‴ �

� min
� �，

所以 �的取值范围是 � � �．

（2） 当 � � �，� � � � ‴ �
�
� ln� �，

�� � � � �
�
��
� �ln� �

�
� �

�� � ��ln� � �
��

t

设 � � � �� � ��ln� � �，
�� � � �� � �ln� � � � � � � � � ln� t

下证：ln� � � � �，

设 � � � ln� � � ‴ �，�� � � �
�
� � � ���

�
，

� � ht� 时，�� � � h，� � 单调递增，

� � �t ‴ � 时，�� � � h，� � 单调递减，

所以 � � � � � � h，即 ln� � � � �，
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所以 �� � � h，故 � � 在 ht ‴ � 单调递增，

又 � � � h，所以：

� � ht� 时，� � � h，�� � � h，� � 单调递减，

� � �t ‴ � 时，� � � h，�� � � h，� � 单调递增，

� � � � � � �，

故 � � 的最小值为 �；

（3） 由 � 知当 � � �时，� ‴ �
�
� ln� � � �，

� ‴ �
�
� � � ln� �， � � �

�

�
� ln� �， � � �

�
� ln�，取 � � ��‴�

��
，� � ��，

��‴�
��

� ��

��‴�
� ln ��‴�

��
，即

�
�� ��‴�

� ln ��‴�
��

� ln ��‴�
��‴�

故

���

�
�

�� �� ‴ �
� � ln

�� ‴ �
�� ‴ �

‴ ln
�� ‴ �
�� ‴ �

‴�‴ ln
�� ‴ �
�� ‴ �

� ln
�� ‴ �
�� ‴ �

�
�� ‴ �
�� ‴ �

�
�� ‴ �
�� ‴ �

�
�� ‴ �
�� ‴ �

� ln �� �
�h ‴ �
�� ‴ �

�
�� ‴ �
�� ‴ �

�
�� ‴ �
�� ‴ �

�
���� ‴ �
�� ‴ �

� ln �� � � �
�

�� ‴ �

� ln
��‴�

�� ‴ �
t

故结论成立．

69.（1） 当 � � �t� 时，�� � �� ‴ �� � �� ‴ ��� � �h，

解得 �� � �，从而 �� �
��
�
� �，�� � ����．

（2）
�� � �� ‴ �� ‴�‴ ��

� � ‴ � ‴ �� ‴�‴ ����

�
�� � �
�

� �� � ��‴�h

（3） 设 � � �� � � � ，� � �� � � � ，则 � � � � �，

�� � �� ‴ ����，�� � �� ‴ ����，

�� ‴ ���� � ��� � �� � ���，因此原题就等价于证明 �� � ���．

由条件 �� � ��，可知 �� � ��．

① 若 � � �，则 �� � h，所以 �� � ���．

② 若 � � �，由 �� � �� 可知 � � �．

设 �中最大元素为 �，�中最大元素为 �．

若 � � � ‴ �，则由第（2）小题，�� � ��‴� � �� � ��，矛盾．

因为 � � � � �，所以 � � �，所以 � � �‴ �，
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�� � �� ‴ �� ‴�‴ ��
� � ‴ � ‴ �� ‴�‴ ����

�
�� � �
�

�
��‴�
�

�
��
�
�
��
�
t

即 �� � ���．

综上所述，�� � ���，因此 �� ‴ ���� � ���．

70.（1） 由 � � � �� � �� � �，得 �� � � ��� � �．下面分两种情况讨论：

① 当 � � h时，�� � � ��� � � � h恒成立，则 � � 的增区间为 ��t� ．

② 当 � � h时，令 �� � � h，解得 � � ��
�

或 � �� ��
�
．

当 �变化时，�� � 、 � � 的变化情况如下表：

� ��t � ��
�

� ��
�

� ��
�
t ��
�

��
�

��
�
t ‴ �

�� � ‴ h � h ‴
� � 单调递增 极大值 单调递减 极小值 单调递增

所以 � � 的减区间为 � ��
�
t ��
�

，增区间为 ��t � ��
�

，
��
�
t ‴ � ．

（2） 由 � � 存在极值点 �h 及 （1），得 � � h且 �h � h．

由题意，得 �� �h � ��h
� � � � h，即 �h

� � �
�
．

� �h � �h
� � ��h � � �� ��

�
�h � �．

� � ��h �� ��h
� ‴ ���h � � �� ��

�
�h ‴ ���h � � �� ��

�
�h � �，

则有 � �h � � � ��h ，且 � ��h � �h．

由题意及（1）知，存在唯一实数 �� 满足 � �� � � �h ，且 �� � �h，

因此 �� �� ��h，

所以 �� ‴ ��h � h．

（3） 设 � � 在区间 � �t� 上的最大值为 �，max �t� 表示 �，�两数的最大值．下面分三种情

况讨论：

① 当 � � �时，� ��
�
�� � � � � ��

�
．

由（1）知 � � 在区间 � �t� 上单调递减，

所以 � � 在 � �t� 上的取值范围为 � � t� � � ，因此，

� � max � � t � � � �
� max � � � � � t � � ‴ � � ��
� max � � � ‴ � t � � � � ��

� � � � ‴ �t � � ht
� � � � �t � � ht

所以� � � � �‴ ��� � �．

② 当
�
�
� � � �时，� � ��

�
�� � �� ��

�
� ��

�
� � � � ��

�
．

由（1）和（2），得
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� � � � � �
� ��
�

� �
��
�

t

� � � �
� ��
�

� � �
��
�

h

则 � � 在 � �t� 上的范围为 � ��
�

t� � ��
�

，所以

� � max �
��
� t � �

��
�

� max �
��
�

�� � � t
��
�

�� � ��

� max
��
�

�� ‴ � t
��
�

�� � ��

�
��
�

�� ‴ ���

�
�
�
�
�
�
� � �

�
� �

�
�
h

③ 当 h � � � �
�
时，� � �� � ��

�
� � ��

�
� �．

由（1）和（2），得

� � � � � �
� ��
�

� �
��
�

t

� � � �
� ��
�

� � �
��
�

h

所以 � � 在 � �t� 上的范围为 � � � t� � ，因此，

� � max � � t � � � �
� max � � ‴ � � � t � � � � ��
� max � � � ‴ � t � � � � ��

� � � � ‴ ��� �
�
�
h

综上所述，当 � � h时，� � 在区间 � �t� 上的最大值不小于
�
�
．

71.（1） 由 � � � �e�ln�，可得 �′ � � � e�ln� ‴ e�

�
，

因为函数 � � 是 �函数，所以 � e�ln� ‴ e�

�
� �e�ln�，即

�e�

�
� h，

因为
e�

�
� h，所以 � � h，即 �的取值范围为 ht ‴ � ．

（2） ①构造函数 � � � � �
e�

，� � ht ‴ � ，

则 �′ � � �′ � �� �
e�

� h，可得 � � 为 ht ‴ � 上的增函数，

当 � � �时，� � � � � ，即
� �
e�

� � �
e
，得 � � � e���� � ；

当 h � � � �时，� � � � � ，即
� �
e�

� � �
e
，得 � � � e���� � ；

当 � � �时，� � � � � ，即
� �
e�

� � �
e
，得 � � � e���� � ．

②因为 �� ‴ �� ‴���‴ �� � ��，所以 ln �� ‴ �� ‴���‴ �� � ln��，

由①可知 � ln �� ‴ �� ‴���‴ �� � � ln�� ，
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所以

� ln �� ‴ �� ‴��� ��
eln �� ‴ �� ‴��� ��

�
� ln��
eln��

t

整理得

��� ln �� ‴ �� ‴���‴ ��
�� ‴ �� ‴���‴ ��

� � ln�� t

同理可得

��� ln �� ‴ �� ‴���‴ ��
�� ‴ �� ‴���‴ ��

� � ln�� t ��� t
��� ln �� ‴ �� ‴���‴ ��

�� ‴ �� ‴���‴ ��
� � ln�� h

把上面 �个不等式同向累加可得 � ln �� ‴ �� ‴���‴ �� � � ln�� ‴ � ln�� ‴���‴ � ln�� ．

72.（1） 将 � �� �代入 � ��� � � � � � � ��‴ �，

得 � � � � � � �� �，

即 � � � �� �，亦即 � � � � �．

由题意，得 � � � �� ‴ �� � ��‴ �对任意的 � � �恒成立，

即 � � � �� ‴ � � � � � � � h对任意的 � � �恒成立，

只需
� � � � ht
� � � � � � ‴ � � � � � ht

即
� � �t
� � � � � � � ht解得 � � �，从而 � �� �．

故 � � �� ��� ‴ ��．

（2） 由（1） 及 ��‴� � � �� ，得

��‴� �� ���� ‴ ���

�� � �� �
�
�

�

‴
�
�
�
�
�
h

因为 �� �
�
�
，所以 �� �

�
�
，

因此 �� �
�
�
；

��‴� � ��� � � ��
� ������ � � ���� � � ��
� �
� ���� � � �� � � � ���� � � �� t

再由 �� �
�
�
，� � �� � h，得 ��‴� � h．

综上，h � �� �
�
�
，� � ��，从而

��‴� � �� �� ���� ‴ ��

�� � �� �
�
�

�

‴
�
�
� ht

�
�
t

从而 ��‴� � ��，即 �� 为递增数列，

所以
�
�
� �� � �� �

�
�
．

（3）
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�
�
� �� � �

�
�
� ����

�

� ��‴�
�
�
� ����

��

� � � ��‴�‴�‴ ���� �
�
� ��

����

� ����� ��
�
�
�
�
�

����

�
�
�
�
�

����

h

由 ���� � �，得

�
�
� �� �

�
�
�
�

����

�
�
�
�
�

�

t

所以

�
�
� �� �

�
�
�
�
‴
�
��
‴� ‴

�
��

�
�
� �

�
�
� �

�
��

� �
�
�

�
�
�
� �

�
��

t

整理，即得 ��� � �� � � ‴ �
��
．

73.（1） 由 ��� �
��‴�
�
� � �得 ���� �

�
�
���‴�� � �，

故
����
��
� ���‴��

��‴�
� �

��
，� � ��，

所以

����
��

�
����
��

�
����
��

�
����
��

‴
����
��

�
����
��

‴� ‴
������
����

�
����
��

�
�
��
‴
�
��
‴�‴

�
����

� � �
�

����
� �t

因此 ���� � ���� ���� � � ．

（2） 任取 � � ��，由（1）知，对于任意 � � �，
����
��

�
����
��

�
����
��

�
���‴��
��‴�

‴
���‴��
��‴�

�
���‴��
��‴�

‴�‴
������
����

�
����
��

�
�
��
‴

�
��‴�

‴�‴
�

����

�
�

����
t

故
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���� �
�

����
‴
����
��

� ��

�
�

����
‴

�
�� �

�
�

�

� ��

� � ‴
�
�

�

� ��h

从而对于任意 � � �，均有 ���� � � ‴ �
�

�
� ��．

由 �的任意性得 ���� � �．����

否则存在 �h � ��，有 ���h� � �，

取正整数 �h � log�
�

���h���

��h
且 �h � �h，

则 ��h � �
�

�h
� ��h � �

�

log�
�

���h���
��h � ���h� � �，

与�式矛盾．

综上对于任意 � � ��，均有 ���� � �．

74.（1） � � 的定义域为 ��t ‴� ，�� � � � � e�．

当 �� � � h，即 � � h时，� � 单调递增；

当 �� � � h，即 � � h时，� � 单调递减．

故 � � 的单调递增区间为 ��th ，单调递减区间为 ht ‴ � ．

当 � � h时，� � � � h � h，即 � ‴ � � e�．

令 � � �
�
，得 � ‴ �

�
� e

�
�，即 � ‴ �

�

�
� eh����

（2） ��
��
� � � � ‴ �

�

�
� � ‴ � � �；

����
����

� ��
��
� ��

��
� � � � � ‴ �

�

�
� �‴ � � � ��；

������
������

� ����
����

� ��
��
� �� � � � ‴ �

�

�
� � ‴ � � � ��．

由此推测：
�������
�������

� �‴ � �h����

下面用数学归纳法证明�．

（i）当 � � �时，左边 � 右边 � �，�成立．

（ii）假设当 � � �（� � �，� � �‴）时，�成立，即
�������
�������

� �‴ � �．

当 � � � ‴ �时，��‴� � �‴ � � ‴ �
�‴�

�‴�
��‴�，

由归纳假设可得

���������‴�
���������‴�

�
�������
�������

�
��‴�
��‴�

� �‴ � � � � ‴ � � � ‴
�

� ‴ �

�‴�

� �‴ � �‴�t
所以当 � � � ‴ �时，�也成立．

根据（i）（ii），可知�对一切正整数 �都成立．
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（3） 由 t� 的定义，�，均值不等式（推广），�� 的定义及�得

�� � t� ‴ t� ‴ t� ‴�‴ t�

� ��
�
� ‴ ����

�
� ‴ ������

�
� ‴� �������

�
�

�
��

�
�

�
‴

����
�
�

�
‴

������
�
�

�
‴ �‴

�������
�
�

� ‴ �

�
��

� � �
‴
�� ‴ ��
� � �

‴
�� ‴ �� ‴ ��

� � �
‴ �‴

�� ‴ �� ‴�‴ ��
� � ‴ �

� ��
�

� � �
‴

�
� � �

‴�‴
�

� � ‴ �
‴ ��

�
� � �

‴
�

� � �
‴�‴

�
� � ‴ �

‴� ‴ �� �
�

� � ‴ �

� �� � �
�

� ‴ �
‴ ��

�
�
�

�
� ‴ �

‴�‴ ��
�
�
�

�
� ‴ �

�
��
�
‴
��
�
‴ �‴

��
�

� � ‴
�
�

�

�� ‴ �‴
�
�

�

�� ‴�‴ �‴
�
�

�

��
� e�� ‴ e�� ‴�‴ e�� � e��t

即 �� � e��．

75.（1） 由 � � � �ln�
�‴�

，得 �� � � �‴�‴ln�
�‴� � ，

所以 �� � � �
�
，于是 � �� �，直线 �的方程为 ��‴ � � � � h．

原点 �到直线 �的距离为
��
t
� � t

t
．

（2） 对于任意的 � � �t ‴ � ，� � � � � � � 恒成立，即
�ln�
�‴�

� � � � � ，也就是 ln� � � � �
�
�
，

设 � � � ln� � � � � �
�
，即 �� � �t ‴ � ，� � � h成立．

�� � � �
�
�� �‴ �

��
� ����‴���

��
．

①若 � � h，��使 �� � ＞h，� � � � � � h，这与题设 � � � h矛盾；

②若 �＞h，方程 ���� ‴ � � � � h的判别式 � � � � ���，

当 � � h，即 � � �
�
时，�� � � h，

所以 � � 在 �t ‴ � 上单调递减，

所以 � � � � � � h，即不等式成立．

当 h＜�＜
�
�
时，方程 ���� ‴ � � � � h的两根为 ��t�� ��＜�� ，

�� �
�� �����

��
� ht� ，�� �

�‴ �����

��
� �t ‴ � ，

当 � � ��t�� 时，�� � ＞h，� � 单调递增，� � ＞� � � h与题设矛盾．

综上所述，� � �
�
．

（3） 由（2）知，当 �＞�，� � �
�
时，ln� � �

�
� � �

�
成立．

不妨令 � � ��‴�
����

， � � �‴ ．

所以 ln ��‴�
����

� �
�

��‴�
����

� ����
��‴�

� ��
�����

，
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�
�
ln �� ‴ � � ln �� � � � �

�����
， � � �‴ ．

所以
�
�
ln� � ln� � �

������
．

�
�
lnt � ln� � �

������
．

�
�
�
ln ��‴ � � ln �� � � � �

�����
．

累加可得：
�
�
ln �� ‴ � � ���

� �
�����

� ， � � �‴ ．

即 ln� ��‴ �＜ ���
� �

�����
� � � �‴ ．

76.（1） 由 �� �
�
�
及 ��‴� �

�
�‴��

得

�� �
�
�
t�� �

t
�
t�� �

��
��

t

由 �� � �� � �� 猜想：数列 ��� 是递减数列．

下面用数学归纳法证明 ��� � ���‴�：

① 当 � � �时，已证命题成立．

② 假设当 � � �时命题成立，即 ��� � ���‴�，

易知 �� � h，那么

���‴� � ���‴� �
�

� ‴ ���‴�
�

�
� ‴ ���‴�

�
���‴� � ���‴�

� ‴ ���‴� � ‴ ���‴�
�

��� � ���‴�
� ‴ ��� � ‴ ���‴� � ‴ ���‴� � ‴ ���‴�

� hh

即 �� �‴� � �� �‴� ‴�．

也就是说，当 � � � ‴ �时命题也成立．

结合 ① 和 ② 知，命题成立．

（2） 当 � � �时， ��‴� � �� � �� � �� � �
�
，结论成立；

当 � � �时，易知 h � ���� � �，所以

� ‴ ���� � �t�� �
�

� ‴ ����
�
�
�
t

所以

� ‴ �� � ‴ ���� � � ‴
�

� ‴ ����
� ‴ ���� � � ‴ ���� �

t
� t

所以

��‴� � �� �
�

� ‴ ��
�

�
� ‴ ����

�
�� � ����

� ‴ �� � ‴ ����

�
�
t �� � ���� �

�
t

�

���� � ����

� � �
�
t

���

�� � �� �
�
�
�
t

���

h

77.（1） 当 �为奇数时，\（ 0=x \bmod x\），� � �，所以 � � � �；

当 �为偶数时，� � ���h，其中 �h 为奇数，\（ 0=x \bmod x_0 \），� � �h，所以 � � � �h．
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若 � � ��，� � ���h，其中 �h 为奇数，� � ��‴��h，� � � � � � �h．

所以 � � ‴ � � ‴ � t ‴ � � � � ‴ � ‴ t ‴ � � ��；

� � ‴ � � ‴ � � ‴ � � � � ‴ � ‴ � ‴ � � �；

� � ‴ � � ‴ � � ‴ � � � � ‴ � � ‴ � � ‴ � � � �．

（2） � � ‴ � � ‴ � t ‴� ‴ � �� � � � � ‴ � ‴ t ‴ �‴ �� � � � ��；

证明：

� � ‴ � � ‴ � � ‴� ‴ � �� � � � � ‴ � � � � ‴ � � � � ‴� ‴ � � � ����

� � � ‴ � � ‴ � � ‴�‴ � ���� h
（3） �� � � � ‴ � � � �，

�� � � � ‴ � � ‴ � � ‴� ‴ � ��

� � � ‴ � � ‴ � t ‴� ‴ � �� � � ‴ � � ‴ � � ‴ � � ‴� ‴ � ��

� � ‴ � ‴ t ‴ �‴ �� � � ‴ � � ‴ � � ‴ � � ‴�‴ � ����

� ����� ‴ ����
� ���� ‴ ����h

可得

�� � ���� � ����，

���� � ���� � ����，
�
�� � �� � �．

上述 � � �个式子相加得 �� � �� � � ‴ �� ‴�‴ ���� � � ������
�

，

整理得 �� �
��‴�
�

．

所以 �� �
��

�����
� �

�

�
．

�� ‴ �� ‴ �� ‴�‴ ����� �
�
�
‴
�
��
‴
�
��
‴�‴

�
�����

�
�
�
‴
�
��
‴

�
��

‴
�
���

‴� ‴
�

������
h

当 � � �时，
�

������
� �

�����
，所以

�� ‴ �� ‴ �� ‴� ‴ ����� �
�
�
‴

�
��

‴
�
���

‴�‴
�

�����

�
�
�
‴
� �

�
�����
�t

�
�
�
‴

�
�t

�
�
�
h

78.（1） （ⅰ）设等差数列 ��，��，�，��h�t 的公差为 t，则 �� ‴ �� ‴�‴ ��h�t � �h�t�� ‴
�h�t��h��t

�
．

由题意得 �h�t�� ‴
�h�t��h��t

�
� h，

所以 �� ‴ �hh�t � h，即 ��hh� � h．
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当 t � h时，�� � �� � � � ��h�t � h，

所以 ���� ‴ ���� ‴ ���� ‴ � ‴ ���h�t� � h与性质 �矛盾；

当 t � h时，由 �� ‴ �� ‴�‴ ��h�t �
�
�
，��hh� � h，

得 t � �
�hh���hh�

，�� �
�

�hh�
．

所以 �� �
�

�hh�
‴ ���

�hh���hh�
� ���hh�

�hh���hh�
� � �t�t�t�h�t ．

当 t � h时，由 �� ‴ �� ‴�‴ ��h�� �
�
�
，��hh� � h，

得 t �� �
�hh���hh�

，�� �
�

�hh�
．

所以 �� �
�

�hh�
‴ ��‴�

�hh���hh�
� �hh���

�hh���hh�
� � �t�t�t�h�t ．

综上所述，�� �
���hh�

�hh���hh�
或

�hh���
�hh���hh�

� � �t�t�t�h�t ．

（ⅱ）设 ��，��，�，��h�t 是公比为 t的等比数列，

则当 t � �时，�� � �� � � � ��h�t，则 ���� ‴ ���� ‴ ���� ‴ � ‴ ���h�t� � ��� ‴ �� ‴ �� ‴ � ‴

��h�t� � h，

与性质 �矛盾．

当 t � �时 �� ‴ �� ‴�‴ ��h�t �
�� ��t�hht

��t
� h．

与性质 �矛盾．

因此不存在满足性质 �的等比数列 ��，��，�，��h�t．

（2） 由条件知，必有 �� � h，也必有 �� � h �t� � �t�t�t�h�t t且 � � � ．

设 ���，���，�，��� 为所有 �� 中大于 h的数，���，���，�，��� 为所有 �� 中小于 h的数．

由条件得 ��� ‴ ��� ‴�‴ ��� �
�
�
，��� ‴ ��� ‴�‴ ��� ��

�
�
．

所以

�� ‴
�
�
�� ‴�‴ �

�
�� �

���
��
‴

���
��
‴�‴

���
��

‴
���
��
‴

���
��
‴�‴ ���

��

� ��� ‴ ��� ‴�‴ ��� ‴ �
�h�t

��� ‴ ��� ‴�‴ ���
� �

�
� �

�h�h

� �hh�
�h�t

h

所以 �� ‴
�
�
�� ‴

�
�
�� ‴� ‴ �

�h�t
��h�t �

�hh�
�h�t

．

79.（1） ①当 � � �时，�� �
�
�
，有 h � �� �

�
�
.

所以 � � �时，不等式成立．

②假设当 � � � � � �� 时，不等式成立，即 h � �� �
�
�
.

则当 � � � ‴ �时，

��‴� � � �� �� � ��� �
�
�
�� �� � �� �

�
�

�
‴ �

�
，

于是
�
�
� ��‴� � � �

�
� ��

�
.

因为 h � �� �
�
�
，
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所以 h � � �
�
� ��

�
� �

�
，即 h � �

�
� ��‴� �

�
�
，可得 h � ��‴� �

�
�
.

所以当 � � � ‴ �时，不等式也成立．

由①②，可知，对任意的正整数 �，都有 h � �� �
�
�
.

（2） 由（1）可得
�
�
� ��‴� � � �

�
� ��

�
.

两边同时取 �为底的对数，可得 log�
�
�
� ��‴� � � ‴ �log�

�
�
� �� ，

化简为 � ‴ log�
�
�
� ��‴� � � � ‴ log�

�
�
� �� .

所以数列 � ‴ log�
�
�
� �� 是以 log�

�
�
为首项，�为公比的等比数列.

所以 � ‴ log�
�
�
� �� � ����log�

�
�
，

化简求得：
�
�
� �� �

�
�
� �

�

����
，

所以
�

�
����

� � � ����� .

因为 � � �时，���� � C���
h ‴ C���

� ‴ C���
� ‴�‴ C���

��� � � ‴ � � � � �，

� � �时，���� � � .

所以 � � �� 时，���� � �，

所以
�

�
����

� � � ����� � � � �� .

�
�
����

‴ �
�
����

‴�‴ �
�
����

� � ��h ‴ ��� ‴�‴ ����� � � �� ‴ �� ‴�‴ �� � ��‴� � �，

所以
�

�����
‴ �

�����
‴�‴ �

�����
� ��‴� � � .

80.（1） 因为 � � 为奇函数，所以 � h � h．

当 � � � �th 时，� � � ht� ，

则 � � �� � � � �� � � � � � � �� � � ‴ � ，

所以 � � � � � � � t � � ht� t
� � � ‴ � t � � � �th h

因为 � � ht� 时，� � � � �th ，� � � �th ，� � � ht� ，

所以 � � 的值域为 � �t� ．

（2） ①函数 � � 的图象如图 �所示，

当 � � h时，方程 � � � �有三个实根，

当 � � �或 � �� �时，方程 � � � � 只有一个实根，
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当 � � ht� 或 � � � �th 时，方程 � � � �有两个实根．

由 � � � h，解得 � � ln �‴�
�‴�

，

因为 � � 的值域为 � �t� ，

所以只需研究函数 � � ln �‴�
�‴�

在 � �t� 上的图象特征．

设 � � � ln �‴�
�‴�

，� � � �t� ，� � � � h，

�� � � ��ln �‴�
�‴� � ，

令 �� � � h，得 � � e � � � ht� ，� e � � � �
e
．

因为当 � � � � � e � �时，�� � � h，当 e � � � � � �时，�� � � h，

又因为 ln�� � ln��，即
ln�
�
� ln�

�
，

由 � h � ln�
�
，� � � ln�

�
，得 � h � � � ，

所以 � � 的大致图象如图 �所示．

根据图象 �可知，当 h � � � ln�
�
、

ln�
�
� � � ln�

�
、� � �

e
时，

直线 � � �与函数 � � � � 的图象仅有一个交点，

则函数 � � 在 � �t� 上仅有一个零点，记零点为 �，

则 �分别在区间 � �th ， ht� 上，根据图象 �，

方程 � � � � 有两个交点，

因此函数 � � � � � � 有两个零点．

类似地，当 � � ln�
�
时，函数 � � 在 � �t� 上仅有零点 h，

因此函数 � � 有 � �、h、�这三个零点．

当 � � ln�
�
时，函数 � � 在 � �t� 上有两个零点，一个零点是 �，

另一个零点在 ht� 内，因此函数 � � 有三个零点．

当
ln�
�
� � � �

e
时，函数 � � 在 � �t� 上有两个零点，

且这两个零点均在 ht� 内，因此函数 � � 有四个零点．

当 � � �
e
时，函数 � � 在 � �t� 上没有零点，因此函数 � � 没有零点．

②证明：因为 � ‴ �
�
是函数 � � � � � � 的一个零点，

所以有 � � � ‴ �
�

� h，因为 � ‴ �
�
� ht� ，所以 � � ‴ �

�
� �

��
� �，
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所以

� � � ‴
�
�

� �
�
��
� � � ln

�
��
‴ � � ��

�
��
‴ � � ht

所以 �� �
ln �

��
‴�

�
��
‴�

t� � �t�t�t�．

记 � � � ln � ‴ � � �，�� � � �
�‴�

� � � ��
�‴�

，

因为当 � � ht� 时，�′ � � h，

所以当 � � ht� 时，� � � � h � h，即 ln � ‴ � � �．

故有 ln �
��
‴ � � �

��
，则

�� �
ln

�
��

‴ �

�
��
‴ �

�

�
��

�
��
‴ �

�
�

�� ‴ �
t� � �t�t�t�h

当 � � �时，�� �
�
�
� �

�
．

当 � � �时，因为
�

��‴�
� �

�����
� �

����
� �

��‴�
，

所以

�� ‴ �� ‴ �� ‴�‴ �� �
�

�� ‴ �
‴

�
�� ‴ �

‴
�

�� ‴ �
‴�‴

�
�� ‴ �

�
�
�
‴

�
�
�
�
t

‴
�
t
�
�
�

‴ �‴
�

�� � �
�

�
��‴ �

�
�
�
‴
�
�
�

�
��‴ �

�
�
�
�

�
��‴ �

�
�
�
h

综上，有 �� ‴ �� ‴�‴ �� �
�
�
� � �� ．

81.（1） 令 � � �可得 �� � �� � h，即 � � h．所以 �� �
���
�
．

当 � � �时，�� � �� � ���� �
���
�
� ��� ����

�
，可得 � � � �� � � � � ����，

当 � � �时，
��
����

� ���
���

，所以 �� �
��
����

� ����
����

��� ��
��
� �� � � � � � ．

显然当 � � �t�时，满足上式，所以 �� � � � � � ，� � ��．

所以 ��‴� � �� � �，所以数列 �� 是等差数列，其通项公式是 �� � � � � � ，� � ��．

（2） 设等比数列 �� 的公比为 t，所以 �� � ��t��� � �t���．

因为 �� 恰为 �� 与 �� � �的等比中项，而 �� � �，�� � ��，�� � �t，

所以 �� � �� � �t � � ，解得 t � �，所以 �� � ��，� � ��．

（3） � � �时，有

�� � t� ‴ t� ‴�‴ t�

� �‴
�
�

‴
�

�� ‴ �
‴
�
��

‴
�

�� ‴ �
‴

�
�� ‴ �

‴
�

�� ‴ �
‴
�
��

‴�‴
�

���� ‴ �
‴

�
���� ‴ �

‴� ‴
�
��

t

而 � � �时，有
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t� �
�

���� ‴ �
‴

�
���� ‴ �

‴�‴
�
��

�
�
��
‴
�
��
‴�‴

�
��

�
�� � ���� ‴ � ‴ �

��

�
����

��
�
�
�
t

所以当 � � �时，�� � � ‴ �
�
‴ �

�
‴ �

�
� �t

��
� ���‴��

��
．

当 � � �时，�� � t� ‴ t� ‴�‴ t� � � ‴ �
�
‴ �

�
‴ �

�
‴ �

�
‴ �

�
‴�‴ �

�
�

��� 个

� ��‴��
��

．

所以对任意 � � �，都有 ���� � ��‴ ��．

82.（1） 因为等比数列 �� 的 �� � ��，t � �
�
，

所以 �� � ��，�� � �，�� � �ht．

所以 �� � ��，�� � �，�� � �．则 �� � �� ‴ �� ‴ �� � ��．

（2） （充分性）因为 �� � ��，

所以 �� � �� � �� 对一切正整数 �都成立．

因为 �� � �� ‴ �� ‴� ‴ ��，�� � �� ‴ �� ‴� ‴ ��，

所以 �� � ��．

（必要性）因为对于任意的 � � ��，�� � ��，

当 � � �时，由 �� � ��，�� � ��，得 �� � ��；

当 � � �时，由 �� � �� � ����，�� � �� � ����，得 �� � ��．

所以对一切正整数 �都有 �� � ��．

因为 �� � �� � �，�� � h，所以对一切正整数 �都有 �� � ��．

（3） 因为 �� � ��‴ � � � �h�� ，

所以 �� � �� � �，�� � �� � ���� � � � � � � �h�� ．

因为 �� � �� ，

所以 �� � �t� ，�� � �t� � � � � �h�� ．

由 t � ��
��
，得 t � �．

因为 ��h�� � ��t�h�� � �t� ，

所以 t�h�� � �
��
� �

�
，

所以
�
�
� t�h�� � �，即

�
�

�
�h�� � t � �．

83.（1） 由已知，�� ��t
���
��‴�

，从而有 �� ��‴� t
���
��‴�

．

因为 �� 在 � � �
��

上，所以有
���
��‴�

� �
���‴�

，解得

��‴� �
�� ‴ �
���

t

由 �� � h及 ��‴� �
��‴�
���

，知 �� � h，下证：����� �
�
�
� ���．
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解法一：因为 ��‴� �
�
�
�

�� ���
�
�

���
，所以 ��‴� �

�
�
与 �� �

�
�
异号.

注意到 �� �
�
�
� h，知 ����� �

�
�
� h，��� �

�
�
� h，即 ����� �

�
�
� ���．

解法二：

由 ��‴� �
��‴�
���

，可得 ��‴� �
�
�
�

�� ���
�
�

���
，��‴� ‴

�
�
�

� ��‴
�
�

���
，

所以有
��‴��

�
�

��‴�‴
�
�

�� �
�
�
���

�
�

��‴
�
�

，即
���

�
�

��‴
�
�

是以 � �
�
为公比的等比数列；

设 � �
���

�
�

��‴
�
�

，则
���

�
�

��‴
�
�

� � � � �
�

���
，解得

�� �

�
�
‴
�
�
� �

�
�

���

� � � � �
�
�

��� t

从而有

�� �
�
� �

�
�
‴
�
�
� �

�
�

���

� � � � �
�
�

���

�

t
�
�

�
�
�

���

� �
t

由 h � �� �
�
�
可得 � �

�
� � � h，所以

����� �
�
�

�

t
�
�

�
�

���

� �
� ht

��� �
�
�

�

t
�
�

�
�
�

����

� �
� ht

所以 ����� �
�
�
� ���．

（2） 因为 ���‴� �
���‴�
����

�
�����‴�
������

‴�

������‴�������

� ������‴�
� �����‴�

，所以

���‴� � ����� �
������ ‴ �
� ����� ‴ �

� �����

�
� � ����� �

�
�

������ ‴ �

� ����� ‴ �
t

因为 h � ����� �
�
�
，所以 ���‴� � �����，所以有

��� �
�
�
� ����� � ����� � � � ��t

从而可知 �� � ��，故
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���‴� � ��‴�� �
��‴� ‴ �
���‴�

�
�� ‴ �
���

�
���‴� � ���
�����‴�

�
���‴� � ���
�� ‴ �

�
���‴� � ���
�� ‴ �

�
�
�
���‴� � ���h

所以

���‴� � ��� �
�
�
��� � �����

�
�
�

�

����� � �����

� � �
�
�

���

��� � ���

�
�
�
�
�
�

���

t

所以

��� � ��� ‴ ��� � ��� ‴ ��� � ��� ‴ � ‴ ���‴� � ��� �
�
�
� ‴

�
�
‴

�
�

�

‴�‴
�
�

���

�
�
�
�
� �

�
�

�

� �
�
�

�
�
�
� �

�
�

�

�
�
�
h

84.（1） 因为 ���� � ��
�t� � t� � ��，t� � �，

因为 �� � h，所以 t � �，

所以 �� � ����，

所以 �� � �� � �．

因为 ��� � ��� ‴ ��� ‴ ��

当 � � �时，����� � ����
� ‴ ����� ‴ ��

��� 得 ��� � ��� � ����
� ‴ ��� � �����．

即 �� ‴ ���� �� � ���� � � �� ‴ ���� ，

因为 �� � h，所以 �� � ���� � �，

所以 �� 是公差为 �的等差数列．

当 � � �时，��� � ��
� ‴ ��� ‴ �，解得 �� � �或 �� � �，

当 �� � �时，�� � �� � �，此时 �� � �，与 �� � �矛盾；

当 �� � �时 �� � �� � �，此时 �� � � � ��t
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所以 �� � �� � �．

（2） （1）

因为 �� � �� � �，所以 t� �
��
��
� ����

����
，

�� � � � � ‴ t � �
�
‴ � � �

�
�‴ ��� � � �

����
‴ �� � � � �

����
�

�
�
�� � � � �

�
‴ t � �

�
‴ � � �

�
�‴ ��� � � �

����
‴ �� � � � �

��
�

��� 得
�
�
�� � � ‴ � �

�
‴ �

�
‴ � ‴ �

����
� �� � � � �

��
，

�� � �h � ��‴t
����

．

（2）

t� �
�
�
�� ‴ � � � ��� � �

�
���� ‴ � � ���

�
t�
‴ �

tt
‴�‴ �

t�

� �
�

�
����

‴ �
��‴�

‴�‴ �
����� �� ���

� �
�

�
�
‴ �

�
‴ �

�t
‴ �

��
‴ �

��
‴�‴ �

����� �� ���

� �
�
� ‴ �

�
‴ �

t
‴ �

��
‴ �

��
‴�

� �
�
� ‴ �

�
‴ �

t
‴ �

�h
‴ �

�h
‴�

� �
�

�
�
‴

�
t �� �

���t

����

� �
�

�
�
‴ �

t
� �

t
� �
���t

� ��
�t
� �

t
� �

�

��t
� ��

�t

� �h�
��h

� �ht
��h

� �
�
h

故
�
��
‴ �

�t
‴� ‴ �

��
� �

�
� � � ．

85.（1）
�� ‴ �� � ht����
�� ‴ �� � �h����

由�得 �� �� ��，再由�知 �� � h且 �� � h．

当 �� � h时，�� � h，得 ��� � �，所以

�� �
�
� t

�� ��
�
�
h

当 �� � h时，同理得

�� ��
�
�
t

�� �
�
�
h

（2） 当 � � �时，由已知 �� ‴ �� ‴ �� � h， �� ‴ �� ‴ �� � �．

所以
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��� ‴ ��� ‴ �� � �� ‴ � �� ‴ �� ‴ �� � ��
� �� � �� � �� ‴ �� � �h

（3） 因为 �� � �� � ��，且 �� � ��（� � �t�t�t�t�）．

所以

�� � �� � �� � �� � �� � �� ‴ �� � �� � �� � �� t
即 �� ‴ �� � ��� � �� � �� （� � �t�t�t�t�），则

���

�

����� �
���

�

���� �
�
���

���

�

�� �
�
���

���

�

�����

�
�
�

���

�

��� � �� � �� ���

�
�
�
���

�

�� ‴ �� � ��� ���

�
�
�
���

�

�� � �� ���

�
�
�
�� � ��

���

�

���

�
�
�
�� � �� h

86.（1） 由 �� �
�‴ �� �

�
t� � ��，可得

�� �
�tt� 为奇数t
�tt� 为偶数h

又 ���� ‴ ��‴� ‴ ��‴���‴� � h，

当 � � �时，

�� ‴ �� ‴ ��� � ht
由 �� � �，�� � �，可得

�� �� �t
当 � � �时，

��� ‴ �� ‴ �� � ht
可得

�� �� tt
当 � � �时，

�� ‴ �� ‴ ��t � ht
可得

�t � �h

（2） 对任意 � � ��，
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����� ‴ ��� ‴ ����‴� � ht ����
���� ‴ ���‴� ‴ ���‴� � ht ����

���‴� ‴ ���‴� ‴ ����‴� � ht ����
② �③，得

��� � ���‴�h����
将④代入①，可得

���‴� ‴ ���‴� �� ����� ‴ ���‴� t
即

t�‴� �� t� � � �� h
又 t� � �� ‴ �� �� �，故 t� � h，因此

t�‴�
t�

�� �t

所以 t� 是等比数列．

（3） 由（2）可得

����� ‴ ���‴� � � � �t
于是，对任意 � � �� 且 � � �，有

�� ‴ �� �� �t
� �� ‴ �t �� �t

�t ‴ �� �� �t
�ttttttttttttt

� � � ����� ‴ ����� �� �h
将以上各式相加，得

�� ‴ � � ������ �� � � � t
即

����� � � � �‴� � ‴ � t
此式当 � � �时也成立．由④式得

��� � � � �‴� � ‴ � h
从而

��� � �� ‴ �� ‴ �� ‴ �� ‴�‴ ����� ‴ ��� �� �t
����� � ��� � ��� � � ‴ �h

所以，对任意 � � ��，� � �，
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���

��
��
��

� �
���

�
�����
�����

‴
�����
�����

‴
�����
�����

‴
���
���

�

�
���

�
��‴ �
��

�
��� �
��‴ �

�
��‴ �
��‴ �

‴
��

��‴ ��

�
���

�
�

�� ��‴ �
‴

�
��‴ � ��‴ ��

�
�

� � �
‴

���

�
t

�� ��‴ �
‴

�
��‴ � ��‴ �

�

�
�
� ‴

���

�
t

��� � ��‴ � ‴
�

��‴ � ��‴ ��

�
�
�
‴
t
�
�

�
�
�
�
t

‴
�
t
�
�
�

‴ �‴
�

�� � �
�

�
��‴ �

‴
�

��‴ � ��‴ �

�
�
�
‴
t
�
�
t
�
�

�
�� ‴ �

‴
�

��‴ � ��‴ �

�
�
�
h

对于 � � �，不等式显然成立．

87.（1） 由题意知，�� � h．

因为 ���‴�
� � ���� � �� ‴ � � ���� � � � �� � ‴ ��� ，

故要证 ��‴� � ��，

只需证明 �� � �．

下面用数学归纳法证明：

当 � � �时，�� �
�
�
� �成立，

假设 � � �时，�� � �成立．

那么当 � � � ‴ �时，��‴� �
��‴�
�

� �‴�
�
� �，

综上所述，对任意 � � ��，�� � �．

所以 ��‴� � ��．

（2） 用数学归纳法证明：�� � cos π
������

，

当 � � �时，�� �
�
�
� cos π

�
成立；

假设 � � �时，�� � cos π
������

成立，

那么当 � � � ‴ �时，
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��‴� �
��‴�
�

�
cos π

������
‴�

�

�
cos �π

����
‴�

�

�
�cos� π

����

�

� cos π
����

t

综上所述，对任意 � � ��，�� � cos π
������

．

（3） 当 � � �时，�� �
�
�
� � � ��‴π�

t�
，

当 � � �时，
������

�
� � � ����‴�

�
� � � ��� � sin� π

������
� π

������
�
，

得 ���� � � � �π�

������
，

故

�� � ���
� � � �π�

����
� ‴ �

�

� � � �
�
� �π�

�
� �

�
� �

��
� � �

����

� � � ��‴π�

t�
t� � �t

即 �� � � � ��‴π�

t�
．

88.（1） 因为 � � � ln � ‴ � ‴ �
�
�� � �，其定义域为 � �t ‴ � ，

所以 �� � � �
�‴�

‴ �� � � � � ��‴���
�‴�

．

①当 � � h时，�� � �� �
�‴�

，当 � � ht ‴ � 时，�� � � h，则 � � 在区间 ht ‴ � 上单调递减，此

时，� � � � h � h，不符合题意．

②当 h � � � �时，令 �� � � h，得 �� � h，�� �
���
�
� h，当 � � ht ���

�
时，�� � � h，则 � � 在

区间 ht ���
�

上单调递减，此时，� � � � h � h，不符合题意．

③ 当 � � �时，�� � � ��

�‴�
，当 � � ht ‴ � 时，�� � � h，则 � � 在区间 ht ‴ � 上单调递增，此

时 � � � � h � h，符合题意．

④当 � � �时，令 �� � � h，得 �� � h，�� �
���
�
� h，当 � � ht ‴ � 时，�� � � h，则 � � 在区

间 ht ‴ � 上单调递增，此时 � � � � h � h，符合题意．

综上所述，�的取值范围为 �t ‴ � ．

（2） 由（1）可知，当 � � h时，� � � h对 � � ht ‴ � 都成立，即 ln � ‴ � � �对 � � ht ‴

� 都成立．

所以 ln � ‴ �
��

‴ ln � ‴ �
��

‴�‴ ln � ‴ �
��

� �
��
‴ �

��
‴�‴ �

��

即 ln � ‴ �
��

� ‴ �
��

� �‴ �
��

� �‴�‴�‴�
��

� �‴�
��

．

由于 � � ��，则
�‴�
��

� �
�
‴ �

��
� �

�
‴ �

���
� �．
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所以 ln � ‴ �
��

� ‴ �
��

� �‴ �
��

� �．

所以 � ‴ �
��

� ‴ �
��

� �‴ �
��

� e．

由（1）可知，当 � � �时，� � � h对 � � ht ‴ � 都成立，即 � � �
�
�� � ln � ‴ � 对 � � ht ‴ �

都成立．

所以
�
��
‴ �

��
‴�‴ �

��
� �

�
��

��
‴ ��

��
‴�‴ ��

��
� ln � ‴ �

��
‴ ln � ‴ �

��
‴�‴ ln � ‴ �

��
．

即
� �‴�
���

� �
�

� �‴� ��‴�
�
��

� ln � ‴ �
��

� ‴ �
��

� �‴ �
��

．

得
���‴��������

����
� ln � ‴ �

��
� ‴ �

��
� �‴ �

��

由于 � � ��，则
���‴��������

����
� ���‴ ������ ‴ ����

����
� ���

����
� �

�
．

所以
�
�
� ln � ‴ �

��
� ‴ �

��
� �‴ �

��
．

所以 e � � ‴ �
��

� ‴ �
��

� �‴ �
��

．

所以 e � � ‴ �
��

� ‴ �
��

� �‴ �
��

� e．

89.（1） 因为 � � ���，所以 �� � ���．

又 �� ��t���� ，所以曲线 �� 在点 �� ��t���� 处的切线 �� 为

� � ���� � ���� � � �� t
即

� � ����� � ����h
令 � � h，得 �� ht � ���� ．

（2） 直线 �� 的一般式方程为

� � ����� ‴ ���� � ht
原点到 �� 的距离为

t� �
����

� ‴ ������
t

线段 ���� 的长度为

t� � ��� ‴ ������ � �� � ‴ ������h

所以

t�
t�

�
����

�� � ‴ ������
�

���
� ‴ ������

�
�

�
��
‴ �����

�
�
��

�
�
�
h

当且仅当
�
��
� �����，即 �� �

�
��

时取等号，此时 ��
�
��
t �
��

．

（3） 由（2）知 �� �
�
��
，�� �

�
��
，于是
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���

�
�‴ � ��

� � � ‴ � ��� �
���

�
�‴ � � � ‴ �

� �
�

�
���

�
�� �

� � �‴ � ‴ � ‴ �
�

�
���

�
�� �

� � � ‴ �
�

� �� �
���

�
�
� �

� h

现证明： ���
� �

� �
� � � � � �t�t�t� ．因为

���

�
�
� �

� �
���

�
�

� ‴ � � �
� �

���

�

� � � � ��

� � ‴ � � � ‴ � � � ‴� ‴ � � � � �
� �t

故问题得证．

90.（1） 展开式中二项式系数最大的项是第 �项，这项是

C�
���

�
�

�

�
�h
��
h

（2） 证法一：

� �� ‴ � � � � ‴
�
�

��

‴ �‴
�
�

�

� � � ‴
�
�

��

� � ‴
�
�

�

� � � ‴
�
�

�

� � ‴
�
�

� � � ‴
�
�

�

� � � ‴
�
�

�

ln � ‴
�
�

� � � ‴
�
�

�

ln � ‴
�
�

� ��� � h
证法二：

因
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� �� ‴ � � � � ‴
�
�

��

‴ �‴
�
�

�

� � � ‴
�
�

��

� � ‴
�
�

�

� � � ‴
�
�

�

� � ‴
�
�
t

而 ��� � � � � ‴ �
�

�
ln � ‴ �

�
，故只需对 � ‴ �

�
和 ln � ‴ �

�
进行比较．

令 � � � � � ln� � � � ，有

�� � � � �
�
� �

� � �
� h

由
���
�
� h，得

� � �h
因为当 h � � � �时，

�� � � ht
� � 单调递减；

当 � � �时，

�� � � ht
� � 单调递增，

所以在 � � �处 � � 有极小值 �．

故当 � � �时，

� � � � � � �t
从而有 � � ln� � �，亦即

� � ln� ‴ � � ln�t

故有 � ‴ �
�
� ln � ‴ �

�
恒成立．所以

� �� ‴ � � � � � ‴
�
�

�

� � ‴
�
�

� � � ‴
�
�

�

ln � ‴
�
�

� ��� � t
原不等式成立．

（3） 对 � � �，且 � � �，有
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� ‴
�
�

�

� C�h ‴ C��
�
�

‴ C��
�
�

�

‴�‴ C��
�
�

�

‴� ‴ C��
�
�

�

� � ‴ � ‴
� �� �

��
�
�

�

‴� ‴
� �� � � �� �‴ �

��
�
�

�

‴�‴
� �� � �� � �

��
�
�

�

� � ‴
�
��

� �
�
�

‴� ‴
�
��

� �
�
�

� �
�
�

� � �
� � �
�

‴�‴
�
��

� �
�
�

� � �
� � �
�

� � ‴
�
��
‴
�
��
‴ � ‴

�
��
‴ � ‴

�
��

� � ‴
�

� � �
‴

�
� � �

‴�‴
�

� � � �
‴�‴

�
� �� �

� � ‴ � �
�
�

‴
�
�
�
�
�

‴ �‴
�

� � �
�
�
�

‴ �‴
�

� � �
�
�
�

� � �
�
�
� �h

又因 C��
�
�

�
� h � � �t�t�t�t� ，故

� � � ‴
�
�

�

� �h

又因为当 � � �时，有 � � � ‴ �
�

�
� �，从而有 �� � ���

� � ‴ �
�

�
� � ��成立，

即存在 � � �，使得 �� � ���
� � ‴ �

�

�
� � ��恒成立．

91.（1） 直线方程 � � �� � ‴ � 代入 �� � ���‴ �� � h整理得

� ‴ ��� �� ‴ ���� � �� � ‴ ��� � ht

则

� � ���� � �� � � � � ‴ ��� ��� � ht

解得

�� �
�

��‴ �
�

�
��‴ �

舍去 t

��� �
���

� ‴ ���
�

��

� ‴ � � t

即

�� �
�

� ‴ � t

因此

�� � �� �� ‴ � �
� ��‴ �
� ‴ � h

本小问也可以用圆心到直线的距离等于半径求解．

（2） 因为

� � ��
� ‴ ��

�
� �

�
� ‴ �

� ‴
�

� ‴ �

�
�

��‴ �
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而

�� � �� � �t � � � ����� �
�
�
�
�
�
�����

�� � �
��

�
�
� �

�
� �� �

�� � �
�� �

�
� �

�
t �� �

��
��‴ �

�
�
�
�
�
t
�����

�� � �
��‴ �

�
�

��‴ �
t

所以

�� � �� � �t ����� ����� �
� � ��
� ‴ ��

t

由于

��
��

�
�

��‴ �
�

� � ��
� ‴ ��

t

可令函数 � � � � � �sin�，则

�� � � � � �cos�t

令 �� � � h，得 cos� � �
�
，给定区间 ht π

�
，

则有 �� � � h，则函数 � � 在 ht π
�

上单调递减，所以

� � � � h � ht

即 � � �sin�在 ht π
�

上恒成立，又

h �
�

��‴ �
�

�
�
�
π
�
t

则有

�
��‴ � � �sin

�
�� ‴ �t

即

� � ��
� ‴ ��

� �sin
��
��
h

92.（1） 因为 �� � � ��� ‴ ��，

所以曲线 � � � � 在 ��‴� t� ��‴� 处的切线斜率 ��‴� � ��
�‴�

� ‴ ���‴�．

因为过 hth 和 ��t� �� 两点的直线斜率是 ��� ‴ ��，

所以 ��� ‴ �� � ���‴�
� ‴ ���‴� 成立．

（2） 因为函数 � � � �� ‴ �当 � � h时单调递增，而
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��� ‴ �� � �� �‴�
� ‴ ���‴� � �� �‴�

� ‴ ���‴� � ���‴� � ‴ ���‴� h

所以 �� � ���‴�，即
��‴�
��

� �
�
，

因此

�� �
��
����

�
����
����

� � �
��
��

�
�
�

���

h

又因为

��� ‴ �� � � �
�‴�

� ‴ ��‴� t

令 �� � ��� ‴ ��，则

��‴�
��

�
�
�
h

因为 �� � ��
� ‴ �� � �，所以

�� � �� �
�
�

���

�
�
�

���

h

因此

�� � ��� ‴ �� �
�
�

���

t

故

�
�

���

� �� �
�
�

���

h

93.（1） 对任意的 � � �t� ，则

�� � �t� t� �� � � � ‴ ��t
从而

� � � � � � �� � � t � �t
即满足

� �� � �t� h
对任意的 ��t�� � �t� ，由分子有理化，得

�� ��� � � ��� �
� � � ‴ ��� �

� � ‴ ���

�
� �� � ��

� � ‴ ��� � ‴ � � ‴ ��� � ‴ ��� ‴ � � ‴ ��� �
h

记

�
� � ‴ ��� � ‴ � � ‴ ��� � ‴ ��� ‴ � � ‴ ��� �

� �t

且 h � � � �
�
� �，满足

�� ��� � � ��� � � ���� � ���t
综上，� � 同时满足①、② 两个条件，因此，� � � �成立．

（2） 反证法：

设存在 �ht��h � �t� ，且 �h � ��h 使得
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�h � � ��h t��h � � ���h t
则由条件②，得

�� ��h � � ���h � � ���h � ��h�t
即

��h � ��h� � ���h � ��h�t
所以 � � �，这与 h � � � �矛盾．

因此，所证结论成立．

（3）
�� � �� � � ��� � � ���

� � �� � �� t
�� � �� � � ��� � � ���

� � �� � ��
� �� �� � �� t

依此类推，得

��‴� � �� � ���� �� � �� h
因此

���‴� � ���
� ��‴� � ��‴��� ‴ ��‴��� � ��‴��� ‴� ‴ ��‴� � ��
� ��‴� � ��‴��� ‴ ��‴��� � ��‴��� ‴�‴ ��‴� � ��
� ��‴��� �� � �� ‴ ��‴��� �� � �� ‴� ‴ ���� �� � ��

�
����

� � �
�� � �� h

94.（1） 令 � � � ⇒ �� � �；

令 � � � ⇒ �� ‴ ��� � � ⇒ �� �
�
�
；

令 � � � ⇒ �� ‴ ��� ‴ ��� � � � t
�
⇒ �� �

�
�
．

（2） 当 � � �时，�� ‴ ��� ‴ ��� ‴�‴ � � � ���� � � � �‴�
����

t����

�� ‴ ��� ‴ ��� ‴�‴ � � � ���� ‴ ��� � � � �‴�
����

h����

���，得 ��� �
�‴�
����

� �‴�
����

� �
����

，

� �� �
�

����
．

又当 � � �时，�� � �也适合 �� �
�

����
，

� �� �
�

����
� � �� ，易证数列 �� 是等比数列，首项 �� � �，公比 t � �

�
．

�数列 �� 的前 �项和 �� �
�� ��t�

��t
� � � �

����
．

（3） � �� � �� � �，� �� � � ‴ �ln�成立．

又 �� �
��
�
‴ � ‴ �

�
��，

�� �
��‴��
�

‴ �‴ �
�
‴ �

�
��，

�，
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�� �
��‴��‴�‴����

�
‴ � ‴ �

�
‴�‴ �

�
��，

�数列 �� 的前 �项和

�� � �� ‴ �� ‴�‴ ��

� � ‴
�
�
‴ �‴

�
�
�� ‴ � ‴

�
�
‴ �‴

�
�
�� ‴�‴ �‴

�
�
‴ �‴

�
�
��

� � ‴
�
�
‴ �‴

�
�

�� ‴ �� ‴�‴ ��

� � ‴
�
�
‴ �‴

�
�

� �
�

����

� � � ‴
�
�
‴ �‴

�
�
t

构造函数 � � � ln �
�
� �

�
‴ �t� � ht�� � � ���

��
，

令 �� � � h，解得 h � � � �；

令 �� � � h，解得 � � �，

� � � � ln �
�
� �

�
‴ �，� � h在 ht� 上单调递增，在 �t ‴ � 上单调递减，

� � � � � � � h，

� ln �
�
� �

�
‴ � � h，� � h（仅当 � � �时取等号），

即 ln� � � � �
�
，又

ln� � ln
�

� � �
‴ ln

� � �
� � �

‴�‴ ln�

� � �
� � �
�

‴ � �
� � �
� � �

‴� ‴ � �
�
�

�
�
�
‴
�
�
‴ �‴

�
�
t

� � � ‴ �
�
‴�‴ �

�
� � ‴ �ln�，

� �� � � ‴ �ln�．

95.（1） 当 � � �时，�� � � ����‴�

���
� �，则

��� � �
� � � ‴ � �� � � � ‴ � � ��‴�

� � � � t

可得

��� � �
� � � � ‴ � �� ‴ � � ��‴�

� � � � � � � � �� ‴ �h

（2） 因为 �� h �� � � h，

��
�
�

�

�
�
� �

�
�

�

� �
�
�

� � � � � � �
�
�

�

� � � � �
�
�

�

� ht

所以 �� � 在 ht �
�

内至少存在一个零点．

又 ��� � � � ‴ ��‴ �‴ ����� � h，

所以 �� � 在 ht �
�

内单调递增，
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因此，�� � 在 ht �
�

内有且仅有一个零点 ��．

由于 �� � � ����‴�

���
� �，

所以 h � �� �� � �����
�‴�

����
� �，

由此可得 �� �
�
�
‴ �

�
���‴� �

�
�
，故

�
�
� �� �

�
�
，

所以 h � �� �
�
�
� �

�
���‴� �

�
�
� �

�

�‴�
� �

�
�
�

�
．

96.（1） 先用数学归纳法证明 � � �� � �，

当 � � �时，� � �� �
�
�
� �，

假设 � � �时 � � �� � �成立．

当 � � � ‴ �时，��‴� � ��
� � ��� ‴ � � �� � � � ‴ � � �t� ．

综上所述，� � �� � �，� � �� 恒成立．

��‴� � �� � ��� � ��� ‴ � � �� � � �� � � � h．

所以 � � ��‴� � �� � �成立．

（2） �� �
�
�
� �

�‴����
，�� �

t
�
� �

�‴����
，

当 � � �时，
�

����‴�
� �，且 � � �� � �，

所以 �� �
�

����‴�
．

所以 �� �
�

����‴�
，� � ��．

由 ��‴� � ��� � ��� ‴ �得 � � ��‴� � ��� � ���，

⇒ �
����‴�

� �
�

�
����

‴ �
��

� �
�

�
����

‴ �

⇒ �
����‴�

� � � �
�

�
����

� � t

所以，当 � � �时，
�

����
� � � �

����
�

����
� � � �

����
⇒ �� �

����‴�
����‴�

，当 � � �时，�� �
�
�
� ����‴�

����‴�
，

所以 �� �
����‴�
����‴�

，� � ��．

综上所述，
�

����‴�
� �� �

����‴�
����‴�

．

（3） 由（�）中的结果 � � �� � �得 �� � �，

由（�）得 �� �
����‴�
����‴�

� � ‴ �
����‴�

� � ‴ �
����

，

�� � � ‴ �
����

‴ �‴ �
����

‴�‴ �‴ �
����

� �‴
�� �

��

����

� �‴ � � � �
��

� �‴ �h
97.（1）

�� � � �� � � � � � ‴ � ‴ �� ‴�‴ �� � �t
则 �� � � � � � � h．
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��
�
�

� � ‴
�
�
‴

�
�

�

‴�‴
�
�

�

� � �
� �

�
�

�‴�

� �
�
�

� � ��
�
��

� ht

所以 �� � 在
�
�
t� 内至少存在一个零点．

又 ��� � � � ‴ ��‴ � ‴ ����� � h，故 �� � 在
�
�
t� 内单调递增，

所以 �� � 在
�
�
t� 内有且仅有一个零点 ��．

因为 �� 是 �� � 的零点，所以 �� �� � h，即

� � ���‴�

� � ��
� � � ht

故 �� �
�
�
‴ �

�
���‴�．

（2） 方法一：

由题设，�� � � �‴� �‴��

�
．

设

� � � �� � � �� �

� � ‴ � ‴ �� ‴� ‴ �� �
�‴ � � ‴ ��

�
t� � hh

当 � � �时，�� � � �� � ．

当 � � �时，

�� � � � ‴ ��‴ �‴ ����� �
� � ‴ �

� � ����h

当 � � �时，

�� � � ���� ‴ ����� ‴�‴ ����� �
� � ‴ �

�
� ����

�
� � ‴ �

�
� ���� �

� � ‴ �
�

� ���� � hh

当 h � � � �时，

�� � � ���� ‴ ����� ‴�‴ ����� �
� � ‴ �

�
� ����

�
� � ‴ �

�
� ���� �

� � ‴ �
�

� ���� � hh

所以 � � 在 ht� 上递增，在 �t ‴ � 上递减．

所以 � � � � � � h，即 �� � � �� � ．

综上所述，当 � � � 时，�� � � �� � ；当 � � �时，�� � � �� � ．

方法二：

由题设，�� � � � ‴ � ‴ �� ‴�‴ ��，�� � � �‴� �‴��

�
t� � h．

当 � � �时，�� � � �� � ．

当 � � �时，用数学归纳法可以证明 �� � � �� � ．

① 当 � � �时，�� � � �� � �� �
�
� � � � � h，

所以 �� � � �� � 成立．
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② 假设 � � � � � � 时，不等式成立，即 �� � � �� � ．

那么，当 � � � ‴ �时，

��‴� � � �� � ‴ ��‴�

� �� � ‴ ��‴�

�
�‴ � � ‴ ��

�
‴ ��‴�

�
���‴� ‴ �‴ � �� ‴ � ‴ �

�
h

又

��‴� � �
���‴� ‴ �‴ � �� ‴ � ‴ �

�
�
���‴� � �‴ � �� ‴ �

�
h

令 �� � � ���‴� � �‴ � �� ‴ � � � h ，则

��� � � � � ‴ � �� � � � ‴ � ����

� � � ‴ � ���� � � � h
所以当 h � � � �时，��� � � h，�� � 在 ht� 上递减；

当 � � �时，��� � � h，�� � 在 �t ‴ � 上递增．

所以 �� � � �� � � h，

从而 ��‴� � � ���‴�‴ �‴� ��‴�‴�
�

．

故 ��‴� � � ��‴� � ，即 � � � ‴ �时不等式也成立．

由�和�知，对一切 � � �的整数，都有 �� � � �� � ．

综上所述，当 � � � 时，�� � � �� � ；当 � � �时，�� � � �� � .

98.（1） 邮递员从该城市西北角的邮局 �到达东南角 �地，要求所走路程最短共有 C��‴�
�‴� 种不同的走

法，其中途径 �地的走法有 �C��
� 种走法，

所以邮递员途径 �地的概率 � � �
�C��

�

C��‴�
�‴� � � �� �

�� �
� �‴� � �

��‴� �
� �‴�

��‴�
．

（2） 由 �� � � � �‴�
��‴�

� ��‴� ‴�
��‴�

� � ‴ �
��‴�

，得 �� � ��‴� � �‴ �
��‴�

��‴�
，

要证 � � �� 时，� � �� � ��‴� � �，

只要证 � � �� 时，� � � ‴ �
��‴�

��‴�
� �，

因为 � � �� 时， ��‴ � � ��，且 ��‴ � � �，

所以只要证 � � ��，且 � � �时，� � � ‴ �
�

�
� �．

由于 � � �时

� ‴ �
�

�
� C�h ‴ C��

�
�
‴ C��

�
��
‴� � C�h ‴ C��

�
�
� �，且
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� ‴ �
�

�
� C�h ‴ C��

�
�
‴ C��

�
��
‴ C��

�
��
‴�‴ C��

�
��

� � ‴ � ���
��

� �
��
‴ � ��� ���

��
� �
��
‴�‴ � ��� ����

��
� �
��

� � ‴ �
��
�
�
���
�
‴ �

��
�
�
���
�

���
�
‴�‴ �

��
� �
�
���
�
� �
�
� �
�

� � ‴ �
��
‴ �

��
‴�‴ �

��

� � ‴ �
���

‴ �
���

‴ �
���

‴�‴ �
� ���

� � ‴ � � �
�
‴ �

�
� �

�
‴ �

�
� �

�
‴�‴ �

���
� �

�

� � � �
�
� �h

所以 � � � � � � �成立，所以 � � �� � ��‴� � �．

99.（1） 因为 � � � �� � � ，所以 ln e�� ‴ � �� ln e� ‴ � ，

所以 e�� ‴ � � �
e�‴�

⇒ � e�� ‴ e� ‴ � � h，所以 � � h．

（2） 由（1）知 � � � �，所以 ln� � � �� � �e� ‴ � � ln�
�
� � � e � ‴� � e�，

令 � � � ln�
�
，� � � � � e � ‴� � e�，

�� � � ��ln�
��

，所以 � � 在 hte 上递增， et ‴� 上递减，所以 � � max � � e � �
e
，

� � 为二次函数，在 hte 上递减， et ‴� 上递增，所以 � � min � � � e�，

当 �� e� � �
e
时，即 � � e� ‴ �

e
时，无解；

当 �� e� � �
e
时，即 � � e� ‴ �

e
时，有一解；

当 �� e� � �
e
时，即 � � e� ‴ �

e
，有二解．

（3） 证明：由（2）知当 � � e� ‴ �时 � � � � � e � ‴ �，� � min � � � e� � �，此时

� � min � � � max 恒成立，

所以 � � � � � min � �，即
ln�
�
� �，ln� � �恒成立，

所以当 � � �时有 ln �� � � � �� � �，所以
ln ����

��
� ����

��
� � � �

��
，

ln �� � �
��

‴
ln �� � �

��
‴� ‴

ln �� � �
��

� � � � �
�
��
‴�‴

�
��

� � � � �
�

� � �
‴

�
� � �

‴�‴
�

� ‴ � �
� � � � �

�
�
�

�
� ‴ �

�
��� � � � �
� � ‴ �

h

100.（1） 由已知，点 �� ‴ �t��‴� 在直线 � � �� � �上，所以 ��‴� � � �� ‴ � � �，即

��‴� � ��� ‴ �h � � �t�t�t� h����
所以

��‴� � ���‴� ‴ �h����
���，得 ��‴� � ��‴� � ���‴� � ���，即 ��‴� � ���‴� � ���，亦即

��‴� � ���‴� � � ��‴� � ��� h
因为 �� � ��‴� � ���t � � �t�t�t� ，所以 ��‴� � ���．由

�� � �� ‴ �� � ��� ‴ �tt�� � �t



第 89页（共 89页）高中数学解题研究会 QQ群 339444963

得

�� � ttt�� � �� � ��� � �h
所以数列 �� 是首项为 �，公比为 �的等比数列．

（2） 由（I）知 �� � � � ����，因为 � � � ��� ‴ ���� ‴�‴ ����，所以

�� � � �� ‴ ���� ‴ � ‴ �������h
从而

�� � � �� ‴ ��� ‴�‴ ���
� � ‴ � � � � � ‴ � � � � �� ‴�‴ � � � � ����
� � � ‴ � � � ‴ � � �� ‴�‴ � � ���� h

设

�� � � ‴ � � � ‴ � � �� ‴�‴ � � ����t����
则

��� � � ‴ � � �� ‴ � � �� ‴�‴ � � � � ���� ‴ � � ��t����
���，得

� �� � � ‴ � ‴ �� ‴ �� ‴�‴ ���� � � � �� �
� � ��

� � �
� � � ��h

所以 �� � � � � � �� ‴ �，所以 �� � � � � � � � �� ‴ �．

由于

�� � � ��� � �� � � � � � � �� ‴ � � ��� ‴ �
� � � � � �� � ��‴ � h

设 � � � �� � � ��� � �� ．

当 � � �时，� � � h，所以

�� � � ��� � ��t
当 � � �时，� � �� � � h，所以

�� � � ��� � ��t
当 � � �时，� � � � h，又

�� � �‴ � � � C�h ‴ C�� ‴� ‴ C���� ‴ C�� � ��‴ � � ��‴ �t
所以 � � � �� � ��‴ � � h，即 � � � h，从而 �� � � ��� � ��．
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