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2010 北京大学 香港大学 北京航空航天大学 自主招生（三校联招）

试题 数学部分

1．（仅文科做） 0
2

 
  ，求证： sin tan    ．

2． AB 为边长为1的正五边形边上的点．证明： AB 最长为 5 1
2
 ．（25 分）

3．AB 为 21y x  上在 y 轴两侧的点，求过 AB 的切线与 x轴围成面积的最小值．（25

分）

4． 向 量 OA 与 OB 已 知 夹 角 ， 1OA  ， 2OB  ， (1 )OP t OA  ， OQ tOB ，

0 1t≤ ≤ ． PQ 在 0t 时取得最小值，问当 0
10
5

t  时，夹角的取值范围．（25 分）

5．（仅理科做）存不存在 0
2

x 
  ，使得 sin , cos , tan , cotx x x x 为等差数列．（25

分）
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2010 北京大学 香港大学 北京航空航天大学 自主招生（三校联招）

试题 数学部分解析

1．（仅文科做） 0
2

 
  ，求证： sin tan    ．

【解析】 不 妨 设 ( ) sinf x x x  ， 则 (0) 0f  ， 且 当 0
2

x 
  时 ，

( ) 1 cos 0f x x    ．于是 ( )f x 在 0
2

x 
  上单调增．∴ ( ) (0) 0f x f  ．即

有 sinx x ．

同理可证 ( ) tan 0g x x x   ．

(0) 0g  ，当 0
2

x 
  时， 2

1( ) 1 0
cos

g x
x

    ．于是 ( )g x 在 0
2

x 
  上单调增。

∴在 0
2

x 
  上有 ( ) (0) 0g x g  。即 tan x x 。

注记：也可用三角函数线的方法求解．

2． AB 为边长为1的正五边形边上的点．证明： AB 最长为 5 1
2
 ．（25 分）

【解析】 以正五边形一条边上的中点为原点，此边所在的直线为 x轴，建立如
图所示的平面直角坐标系．

⑴当 ,A B中有一点位于 P点时，知另一点位于 1R 或者 2R 时

有 最 大 值 为 1PR ； 当 有 一 点 位 于 O 点 时 ，

1max
AB OP PR  ；

⑵当 ,A B均不在 y轴上时，知 ,A B必在 y轴的异侧方可能

取到最大值（否则取 A点关于 y轴的对称点 A，有 AB A B ）．

不妨设 A位于线段 2OR 上（由正五边形的中心对称性，知这样

的假设是合理的），则使 AB 最大的 B点必位于线段 PQ上．

且 当 B 从 P 向 Q 移 动 时 ， AB 先 减 小 后 增 大 ， 于 是

max
AB AP AQ 或 ；

对于线段 PQ上任意一点 B，都有 2BR BA≥ ．于是 2 2max
AB R P R Q 

由⑴，⑵知 2max
AB R P ．不妨设为 x．

下面研究正五边形对角线的长．
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如右图．做 EFG 的角平分线 FH 交 EG于H ．

易知
5

EFH HFG GFI IGF FGH 
          ．

于是四边形HGIF为平行四边形．∴ 1HG  ．

由角平分线定理知
1

1 1
EF EHx
FG x HG

  


．解得
1 5
2

x 
 ．

3．AB 为 21y x  上在 y 轴两侧的点，求过 AB 的切线与 x轴围成面积的最小值．（25

分）

【解析】 不妨设过 A点的切线交 x轴于点C，过 B点的切线交 x轴于点D，直
线 AC 与直线 BD 相交于点 E ．如图．设

1 1 2 2( , ) , ( , )B x y A x y ，

且有 2 2
2 2 1 1 1 21 , 1 , 0y x y x x x      ．

由于 2y x   ，

于是 AC的方程为 2 22 2x x y y   ；①

BD的方程为 1 12 2x x y y   ． ②

联立 ,AC BD的方程，解得 1 2
1 2

2 1

( , 1 )
2( )
y yE x x
x x





．

对于①，令 0y  ，得 2

2

2( , 0)
2
yC
x


；

对于②，令 0y  ，得 1

1

2( , 0)
2
yD
x


．

于是
2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2 1 1
2 2 2 2
y y x xCD
x x x x
   

    ．

1 2
1 (1 )
2ECDS CD x x   ．不妨设 1 0x a  ， 2 0x b   ，则

2 2
2 21 1 1 1 1 1( )(1 ) (2 2 )

4 4ECD
a bS ab a b a b ab
a b a b

 
        

1 1 1 1( )(2 ) 2 (2 )
4 4
a b ab ab ab

ab ab
       ≥ ③

不妨设 0ab s  ，则有

3 31 1 1 1 1 1 1( 2 ) ( .. ... )
2 2 3 3 9 9ECDS s s s s s

s s s          
 

6个 9个

1 24
3 6 9 16 161 1 1 116 ) ] 8 ( )

2 3 9 3
s s

s
         ≥

3
21 88 ) 3

3 9
    ． ④

又由当 1 2
3 3 3, ,�
3 3 3

x a x b s       时，③，④处的等号均可取到．
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∴ min
8( ) 3
9ECDS  ．

注记：不妨设 31 1( ) ( 2 )
2

g s s s
s

   ，事实上，其最小值也可用导函数的方法求解．

由 2
2

1 1( ) (3 2 )
2

g s s
s

    知当 2 10
3

s  时 ( ) 0g s  ；当 21
3

s 时 ( ) 0g s  ．

则 ( )g s 在
3(0, )
3

上单调减，在
3( , )
3

  上单调增．于是当
3
3

s  时 ( )g s 取得最小

值．

4． 向 量 OA 与 OB 已 知 夹 角 ， 1OA  ， 2OB  ， (1 )OP t OA  ， OQ tOB ，

0 1t≤ ≤ ． PQ 在 0t 时取得最小值，问当 0
10
5

t  时，夹角的取值范围．（25 分）

【解析】 不妨设OA，OB夹角为 ，则 1 , 2OP t OQ t   ，令
2 2 2( ) (1 ) 4 2 (1 ) 2 cosg t PQ t t t t         2(5 4cos ) ( 2 4cos ) 1t t       ．

其 对 称 轴 为
1 2cos
5 4cos

t 






． 而

1 2( )
5 4

xf x
x





在

5( , )
4

   上 单 调 增 ， 故

1 2cos 11
5 4cos 3








≤ ≤ ．

当
1 2cos 10
5 4cos 3







≤ ≤ 时， 0
1 2cos 1(0, )
5 4cos 5

t 



 


，解得

2
2 3

 
  ．

当
1 2cos1 0
5 4cos





 


≤ 时， ( )g t 在[0, 1]上单调增，于是 0 0t  ．不合题意．

于是夹角的范围为
2[ , ]

2 3
 

．

5．存不存在 0
2

x 
  ，使得 sin , cos , tan , cotx x x x 为等差数列．（25 分）

【解析】 不存在；否则有
(cos sin )(cos sin )cos sin cot tan

sin cos
x x x xx x x x

x x
 

    ，

则 cos sin 0x x  或者
cos sin1
sin cos
x x
x x


 ．

若 cos sin 0x x  ，有
4

x 
 ．而此时

2 2, , 1, 1
2 2

不成等差数列；

若
cos sin1
sin cos
x x
x x


 ，有 2(sin cos ) 1 2sin cosx x x x  ．解得有 sin cos 1 2x x   ．

而
1 1sin cos sin 2 (0, ]
2 2

x x x  ，矛盾！

2011 年综合性大学（北约 13 校）自主选拔录取联合考试

数学试题

请注意：文科考生做 1至 5题，理科考生做 3至 7题。每题 20分，共 100分。
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【试题解答】

1.已知平行四边形的其中两条边长为 3和 5，一条对角线长为 6，求另一条对角

线长。

解析：平行四边形的对角线的平方和等于它四边的平方和，设另一条对角线长为

x，所以  2 2 2 26 2 3 5x    ,所以 4 2x  。

2.求过抛物线 22 2 1y x x   和 25 2 3y x x    的交点的直线方程。

解析：

解法一：由
 
 

2

2

2 2 1 1
5 2 3 2

y x x
y x x

   
    




，   1 5 2  得6 7 1 0x y   ，所以过抛物线

22 2 1y x x   和 25 2 3y x x    的交点的直线方程6 7 1 0x y   。
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解法二：由
 
 

2

2

2 2 1 1
5 2 3 2

y x x
y x x

   
    




得

2 4 2
7

5 24 2
49

x

y

 



  

或

2 4 2
7

5 24 2
49

x

y

 



  

，所以过

抛物线 22 2 1y x x   和 25 2 3y x x    的交点的直线方程6 7 1 0x y   。

3.在等差数列{ }na 中， 3 713, 3a a   ，数列{ }na 的前 n项和为 nS ，求数列{ }nS 的

最小项，并指出其值为何？

解析：因为 3 713, 3,a a   所以 4d  ，所以 4 25na n  ，

法一：由  1

4 25 0
4 1 25 0

n

n

a n
a n

  
    

得
21 25
4 4

n  ，又 n N ，所以 6n  ，所以

   1 6
6min

6
66

2n

a a
S S


    。

法二：由
  2

1 2 23 5292 23 2
2 4 8

n
n

n a a
S n n n

        
 

，所以当 6n  ，

  6min
66nS S   。

4.在 ABC 中， 2a b c  ，求证： 060C  .

解析：因为
2 2 2

cos
2

a b cC
ab

 


2
2 2

2
2

a ba b

ab

    
 

 2 23 1
4 2

2

a b ab

ab

 


3 12
4 2

2

ab ab

ab



 1

2
 ，当且仅当 a b 时，" " 成立，又因为  0,C  ，所以

060C  。
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5.是否存在四个正实数，使得他们的两两乘积为 2，3，5，6，10，16？

解析：设存在四个正实数 , , ,a b c d 使得他们两两乘积为 2，3，5，6，10，16，

因为四个正实数 , , ,a b c d 的两两乘积为 , , , , ,ab ac ad bc bd cd ，把这些乘积乘起来，

所以  3 2 3 5 6 10 16abcd       ，又 , , ,a b c d 为正实数，所以 34 450abcd  ，所

以在 2，3，5，6，10，16中应存在两个数之积等于 34 450，显然这是不可能的，

所以假设不成立，所以不存在四个正实数，使得他们的两两乘积为 2，3，5，6，
10，16。

6. 1C 和 2C 是平面上两个不重合的固定圆，C是平面上的一个动圆，C与 1C ， 2C

都相切，则C的圆心的轨迹是何种曲线？说明理由.

解析：不妨设 1C ， 2C 和C的半径分别为 1 2, ,r r r（ 1 2r r ），

（1）当 1C 和 2C 相离时，即 1 2 1 2C C r r  ，

（ⅰ）若C与 1C ， 2C 都外切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  ，所以

1 2 1 2CC CC r r   ；

若C与 1C ， 2C 都内切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  ，所以 2 1 1 2CC CC r r   ；

所以 2 1 1 2 1 2CC CC r r C C    ，由双曲线的定义，C的圆心的轨迹是以 1C ， 2C 为焦

点、实轴长为 1 2r r 的双曲线；

（ⅱ）若C与 1C 内切， 2C 外切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  ，所以

2 1 1 2CC CC r r   ；

若C与 1C 外切， 2C 内切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  ，所以 1 2 1 2CC CC r r   ；
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所以 2 1 1 2 1 2CC CC r r C C    ，由双曲线的定义，C的圆心的轨迹是以 1C ， 2C 为焦

点、实轴长为 1 2r r 的双曲线；

（2）当 1C 和 2C 外切时，即 1 2 1 2C C r r  ，

（ⅰ）若C与 1C ， 2C 都外切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  ，所以

1 2 1 2CC CC r r   ；

若C与 1C ， 2C 都内切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  ，所以 2 1 1 2CC CC r r   ；

所以 2 1 1 2 1 2CC CC r r C C    ，由双曲线的定义，C的圆心的轨迹是以 1C ， 2C 为焦

点、实轴长为 1 2r r 的双曲线；

（ⅱ）若C与 1C 内切， 2C 外切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  （或 1 1CC r r  ，

2 2CC r r  ），所以 2 1 1 2CC CC r r   （或 2 1 1 2CC CC r r   ）；

若C与 1C 外切， 2C 内切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  （或 1 1CC r r  ，

2 2CC r r  ），所以 1 2 1 2CC CC r r   （或 2 1 1 2CC CC r r   ）；

所以 2 1 1 2 1 2CC CC r r C C    或 2 1 1 2 1 2CC CC r r C C    ，所以C的圆心的轨迹

是过 1C ， 2C 的直线（除直线与圆 1C 、 2C 的交点外）；

（3）当 1C 和 2C 相交时，即 1 2 1 2 1 2r r C C r r    ，

（ⅰ）若C与 1C ， 2C 都外切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  ，所以

1 2 1 2CC CC r r   ；
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若C与 1C ， 2C 都内切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  （或 1 1CC r r  ，

2 2CC r r  ），所以 2 1 1 2CC CC r r   ；

所以 2 1 1 2 1 2CC CC r r C C    ，由双曲线的定义，C的圆心的轨迹是以 1C ， 2C 为焦

点、实轴长为 1 2r r 的双曲线（圆 1C 、 2C 的交点除外）；

（ⅱ）若C与 1C 内切， 2C 外切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  ，所以

2 1 1 2CC CC r r   ；

若C与 1C 外切， 2C 内切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  ，所以 2 1 1 2CC CC r r   ；

所以 2 1 1 2 1 2CC CC r r C C    ，由椭圆的定义，C的圆心的轨迹是以 1C ， 2C 为焦点、

实轴长为 1 2r r 的椭圆（圆 1C 、 2C 的交点除外）；

（4）当 1C 和 2C 内切时，即 1 2 1 2C C r r  ，

（ⅰ）若C与 1C ， 2C 都外切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  ，所以

1 2 1 2CC CC r r   ；

若C与 1C ， 2C 都内切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  （或 1 1CC r r  ， 2 2CC r r 

或 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  ），所以 2 1 1 2CC CC r r   (或 2 1 1 2CC CC r r   或

2 1 2 1CC CC r r   )；

所以 2 1 1 2 1 2CC CC r r C C    或 2 1 1 2CC CC r r   ，所以C的圆心的轨迹是过 1C ，

2C 的直线（除直线与圆 1C 、 2C 的交点外）；

（ ⅱ ） 若 C 与 1C 内 切 ， 2C 外 切 ， 则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  ， 所 以
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2 1 1 2 1 2CC CC r r C C    ，所以C的圆心的轨迹是以 1C ， 2C 为焦点、实轴长为 1 2r r

的椭圆（两圆 1C 、 2C 的交点除外）；

（5）当 1C 和 2C 内含时，即 1 2 1 2C C r r  ，

（ ⅰ ） 若 C 与 1C ， 2C 都 内 切 ， 则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  ， 所 以

2 1 1 2 1 2CC CC r r C C    ，所以C的圆心的轨迹是以 1C ， 2C 为焦点、实轴长为 1 2r r

的椭圆；

（ⅱ）若C与 1C 内切， 2C 外切，则 1 1CC r r  ， 2 2CC r r  ，所以

2 1 1 2 1 2CC CC r r C C    ，所以C的圆心的轨迹是以 1C ， 2C 为焦点、实轴长为 1 2r r

的椭圆。

7.求 ( ) 1 2 1 ........ 2011 1f x x x x       的最小值。

http://blog.fhedu.cn/htmledit/uploadfile/31F2676B-85B0-4CE6-BED6-B497E962F761/20110224/20110224153806671.jpg
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2012年北约自主招生数学试题

1、求 x的取值范围使得 12)(  xxxxf 是增函数；

2、求 1210272611  xxxx 的实数根的个数；

3、已知 0)2)(2( 22  nxxmxx 的 4个根组成首项为
4
1
的等差数列，求 nm  ；

4、如果锐角 ABC 的外接圆的圆心为O，求O到三角形三边的距离之比；

5、已知点 )0,2(),0,2( BA  ，若点C是圆 02 22  yxx 上的动点，求 ABC 面积的最小值。
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6、在 2012,,2,1  中取一组数，使得任意两数之和不能被其差整除，最多能取多少个数？

7、求使得 axxxx  3sinsin2sin4sin 在 ),0[  有唯一解的 a；

8、求证：若圆内接五边形的每个角都相等，则它为正五边形；

9、求证：对于任意的正整数 n， n)21(  必可表示成 1 ss 的形式，其中  Ns
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2012年自主招生北约联考数学试题解答
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2013年北约自主招生数学试题

2013-3-16

（时间 90分钟，满分 120分）

一 选择题（每题 8分，共 48分）

1．以 2 和 3 21 为两根的有理系数多项式的次数最小是多少 （ ）

A．2 B．3 C．5 D．6

2．在 66 的棋盘中停放着 3个红色車和 3个黑色車，每一行、每一列都只有一个車，共有

多少种停放方法 （ ）

A．720 B．20 C．518400 D．14400

3．已知 522  yx ， 522  xy ，则
3223 2 yyxx  的值为 （ ）．

A．-10 B．-12 C．-14 D．-16

4．如图， 在△ABC 中，D为 BC 中点，DM 平分∠ADB交 AB 于点M，DN平分∠ADC

交 AC于 N，则 BM+CN与MN的关系为

( )

A.BM+CN＞MN

B.MN+CN <MN

C.BM+CN =MN

D.无法确定

5．设数列 na 满足 11 a ，前 n项和为 nS ， 241  nn aS ，求 2013a ．

6．模长为１的复数 zyx ,, 满足 0 zyx ，求
zyx
zxyzxy




．

Ａ

Ｂ Ｃ
Ｄ

Ｍ
Ｎ

E
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A．-1/2 B．1 C．2 D．无法确定

二、解答题(每题 18分,共 72分)

7．最多有多少个两两不等的正整数，满足其中任意三数之和都为素数．

8．已知 ia ， 2013,,3,2,1 i 为 2013 个实数，满足 02013321  aaaa  ，且

21 2aa  32 2aa  … 12013 2aa  ，求证 02013321  aaaa  ．

9．对于任意的 ，求  2cos154cos66coscos32 6  的值．

10．已知有mn个实数，排列成 nm  阶数阵，记作 
nmija 
使得数阵的每一行从左到右都

是递增的，即对任意的 mi ,,3,2,1  ，当 21 jj  时，有
21 ijij aa  ；现将 

nmija 
的每一列

原有的各数按照从上到下递增的顺序排列，形成一个新的 nm  阶数阵，记作  nmija 
'

，即

对任意的 nj ,,3,2,1  ，当 21 ii  时，有 jiji aa 21
''  ，试判断  nmija 

'
中每一行的各数的

大小关系，并加以证明．
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2013年北约自主招生数学试题解析

2013-3-16

（时间 90分钟，满分 120分）

一 选择题（每题 8分，共 48分）

1．以 2 和 3 21 为两根的有理系数多项式的次数最小是多少 （ ）

A．2 B．3 C．5 D．6

【解析】 显然 )2)1)((2( 32  xx 为满足要求的多项式，其次数为 5．

若存在 n 次有理系数多项式 )(xf 以 2 和 3 21 为两根，则 )(xf 必含有因式

)2)1)((2( 32  xx ，∴ 5n ，即最小次数为 5．故选 C．

2．在 66 的棋盘中停放着 3个红色車和 3个黑色車，每一行、每一列都只有一个車，共有

多少种停放方法 （ ）

A．720 B．20 C．518400 D．14400

【解析】 先排 3个红色車，从 6行中任取 3行，有 203
6 C 种取法；在选定的 3行中第一

行有 6种停法，第一行选定后第二行有 5种停法，第二行选定后第三行有 4种停法；红車放

定后，黑車只有 6种停法．故停放方法共 14400645620  种．故选 D．

3．已知 522  yx ， 522  xy ，则
3223 2 yyxx  的值为 （ ）．

A．-10 B．-12 C．-14 D．-16

【解析】 ∵
3223 2 yyxx  )52()52)(52(2)52(  xyxyyx

50)(154  yxxy ，

又由 522  yx ， 522  xy ，有 )(222 yxyx 

∴ yx  或 2 yx ．

当 yx  时，有 522  xx ， 61x ，
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50)(154  yxxy 50304 2  xx 7038  x 7038  x 638108  ；

当 2 yx 时， 5)2(22  xx ， 1)2( xx

50)(154  yxxy 20)2(4  xx

80)2(4  xx 16 ．

故选 D．

4．如图，在△ABC中，D为 BC中点，DM平分∠ADB

交 AB于点M，DN平分∠ADC交 AC于 N，则 BM+CN

与MN的关系为

( )

A.BM+CN＞MN

B.MN+CN <MN

C.BM+CN =MN

D.无法确定

【解析】 延长 ND至 E，使 ND＝ED，连结 BE、ME，

则△BED≌△CND，△MED≌△MND，ME＝MN，

由 BM＋BE＞EM，得 BM＋CN＞MN．

5．设数列 na 满足 11 a ，前 n项和为 nS ， 241  nn aS ，求 2013a ．

【解析】 ∵ 11 a ， 24 121  aaa ，∴ 52 a ；

由 241  nn aS ，有 2n 时， 24 1  nn aS ，于是 11 44   nnn aaa ，

特征方程 442  xx 有重根 2，可设
n

n cca 2)( 21  ，

将 11 a ， 52 a 代入上式，得
4
1

1 c ，
4
3

2 c ，

于是
22)13(2)

4
1

4
3(  nn

n nna ，∴
20122011

2013 2301926038 a ．

故选 A

Ａ

Ｂ Ｃ
Ｄ

Ｍ
Ｎ

Ａ

Ｂ Ｃ
Ｄ

Ｍ
Ｎ

E
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6．模长为１的复数 zyx ,, 满足 0 zyx ，求
zyx
zxyzxy




．

A．-1/2 B．1 C．2 D．无法确定

【解析】 取 1 zyx ，便能得到
zyx
zxyzxy




＝1．

下面给出证明， 1 zzyyxx ，

于是

2

zyx
zxyzxy



















zyx
zxyzxy

zyx
zxyzxy

zyx
zxyzxy

zyx
zxyzxy










1
111
111






xyxzxzxyzyzx
xyxzxzxyzyzx

． ∴
zyx
zxyzxy




＝1．

二、解答题(每题 18分,共 72分)

7．最多有多少个两两不等的正整数，满足其中任意三数之和都为素数．

【解析】 设满足条件的正整数为 n个．考虑模 3的同余类，共三类，记为0，1， 2．

则这 n个正整数需同时满足①不能三类都有；②同一类中不能有 3个和超过 3个．否

则都会出现三数之和为 3的倍数．故 4n ．

当 4n 时，取 1，3，7，9，其任意三数之和为 11，13，17，19均为素数，满足题意，

所以满足要求的正整数最多有 4个．

8．已知 ia ， 2013,,3,2,1 i 为 2013 个实数，满足 02013321  aaaa  ，且

21 2aa  32 2aa  … 12013 2aa  ，求证 02013321  aaaa  ．

【解析】 设 21 2aa  32 2aa  … 12013 2aa  k ，

若 0k ，则 21 2aa  ， 32 2aa  ，…， 20132012 2aa  ， 12013 2aa  ，

于是 02
222 12011

1
2
11

12013321  a
aaa

aaaaa  ，

∴ 01 a ，进而 02013321  aaaa  ．

若 0k ，则 21 2aa  ， 32 2aa  ，…， 12013 2aa  这 2013个数去掉绝对值号后



欢迎加入高中数学竞赛及高考群：766755640

22

只能取 k和 k 两值，

又 21 2aa   32 2aa … 20132012 2aa  02 12013  aa ，

即这 2013个数去掉绝对值号后取 k和 k 两值的个数相同，这不可能．

9．对于任意的 ，求  2cos154cos66coscos32 6  的值．

【解析】 42cos122cos122cos4)
2
2cos1(32cos32 2336 


  ，

 2cos32cos46cos 3  ，

62cos124cos6 2   ，

 2cos152cos15  ，

各式相加，得 102cos154cos66coscos32 6   ．

10．已知有mn个实数，排列成 nm  阶数阵，记作 
nmija 
使得数阵的每一行从左到右都

是递增的，即对任意的 mi ,,3,2,1  ，当 21 jj  时，有
21 ijij aa  ；现将 

nmija 
的每一列

原有的各数按照从上到下递增的顺序排列，形成一个新的 nm  阶数阵，记作  nmija 
'

，即

对任意的 nj ,,3,2,1  ，当 21 ii  时，有 jiji aa 21
''  ，试判断  nmija 

'
中每一行的各数的

大小关系，并加以证明．

【解析】 数阵  nmija 
'

中的中每一行的各数仍是递增的．下面用反证法给出证明．

若在第 p行存在 )1(
''

 qppq aa ，令 )1()1(
'

  qiqk
k

aa ，其中 mk ,,3,2,1  ，

   miiii m ,,3,2,1,,,, 321   ，则当 pt  时， )1(  qiqi tt
aa )1(

'
 qta   )1(

'
qpa pqa '

即在第 q列中至少有 p个数小于 pqa '
，也就是 pqa '

在数阵  nmija 
'

中的第 q列中至少排

在第 1p 行，这与 pqa '
排在第 p行矛盾．所以数阵  nmija 

'
中的中每一行的各数仍是递增

的．
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2014北约理科数学试题
1、圆心角为

3

的扇形面积为 6 , 求它围成圆锥的表面积.

2、将 10个人分成 3组，一组 4人，两组各 3人，求共有几种分法.

3、
       22 , 1 1, 4 7,

3 3
f a f ba bf f f

     
 

求  2014f .

4、    2lg 2f x x ax a   的值域为 ,R 求 a的取值范围.

5、已知 1,x y   且 ,x y都为负实数，求
1xy
xy

 的取值范围.

6、   2 2arctan
1 4

xf x C
x


 


在

1 1,
4 4

  
 

上为奇函数，求C的值.

7、求证： tan 3 .Q

8、已知实系数二次函数  f x 与      ,g x f x g x 和    3 0f x g x  有两重根，  f x 有两

相异实根，求证：  g x 没有实根.

9、 1 2 13......a a a 是等差数列，  |1 13 ,i j kM a a a i j k       问：
7 160, ,
2 3

是否可以同时在M

中，并证明你的结论.

10、  0 1,2,... ,ix i n 
1

1.
n

i
i

x


 求证：    
1

2 2 1 .
n n

i
i

x


  
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2014北约文科数学试题
1、圆心角为

3

的扇形面积为 6 , 求它围成圆锥的表面积.

2、将 10个人分成 3组，一组 4人，两组各 3人，求共有几种分法.

3、
       22 , 1 1, 4 7,

3 3
f a f ba bf f f

     
 

求  2014f .

4、    2lg 2f x x ax a   的值域为 ,R 求 a的取值范围.

5、已知 1,x y   且 ,x y都为负实数，求
1xy
xy

 的取值范围.

6、   2 2arctan
1 4

xf x C
x


 


在

1 1,
4 4

  
 

上为奇函数，求C的值.

7、等比数列     4 1 1 200 , 6 3 1 200n n m m      的公共项之和.

8、梯形的对角线长分别为5和 7，高是3,求梯形的面积.

9、求证： tan 3 .Q

10、已知实系数二次函数  f x 与      ,g x f x g x 和    3 0f x g x  有两重根，  f x 有

两相异实根，求证：  g x 没有实根.
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2014北约理科数学试题（参考答案）
1、圆心角为

3

的扇形面积为 6 , 求它围成圆锥的表面积.

【解析】 21 , 6, 2 ,
2

S R R l R      
扇

从而圆锥底面周长为

22 2 , , 6 7 .r S r S            底

2、将 10个人分成 3组，一组 4人，两组各 3人，求共有几种分法.

【解析】平均分堆问题. 10 6 34 3 3 2100.
2!

C C C 


3、
       22 , 1 1, 4 7,

3 3
f a f ba bf f f

     
 

求  2014f .

【解析】观察等式可知，函数显然为线性一次函数，可设   ,f x kx m     1 1, 4 7f f  代

入求得 2, 1,k m   从而  2014 4027.f 

4、    2lg 2f x x ax a   的值域为 ,R 求 a的取值范围.

【解析】值域问题. 24 4 0, 1a a a      或 0.a 

5、已知 1,x y   且 ,x y都为负实数，求
1xy
xy

 的取值范围.

【解析】均值不等式，对勾函数性质.     11 2 , 0 ,
4

x y xy xy        从而 1 17 .
4

xy
xy

 

6、   2 2arctan
1 4

xf x C
x


 


在

1 1,
4 4

  
 

上为奇函数，求C的值.

【解析】  0 0, arctan 2.f C    下面证明：

    2 2 2 2 4arctan arctan 2 arctan 2arctan 2 0.
1 4 1 4 3

x xf x f x C
x x

               

7、求证： tan 3 .Q

【解析】反证法.假设 tan3 ,Q 则 tan 6 , tan12 , tan 24 ,Q Q Q     从而 tan 30 ,Q 矛

盾. tan 3 .Q 

8、已知实系数二次函数  f x 与      ,g x f x g x 和    3 0f x g x  有两重根，  f x 有两



欢迎加入高中数学竞赛及高考群：766755640

26

相异实根，求证：  g x 没有实根.

【解析】设   2 ,f x ax bx c     2 ,g x dx ex f  

则由    f x g x ，可得

           22 0, 4 0.a d x b e x c f b e a d c f            

由    3 0f x g x  可得

          223 3 3 0, 3 4 3 3 0.a d x b e x c f b e a d c f            

化简得 2 23 12 4 ,b e ac df   即  2 24 3 4e df ac b   又 2 4 0.b ac 

2 4 0.e df    g x 没有实根.

9、 1 2 13......a a a 是等差数列，  |1 13 ,i j kM a a a i j k       问：
7 160, ,
2 3

是否可以同时在M

中，并证明你的结论.
【解析】数列中的项.分析 M 中项的构成，若按照从小到大的顺序排列，最小的项为

1 2 3a a a  ，第二项为 1 2 4a a a  ，最大的项为 11 12 13 ,a a a  设 na 公差为 ,d 则M 中

项的公差也为 d，所以M 中共有11 12 13 1 2 3 1 31       项，假设 7 160, ,
2 3

均为

M 中的项，不妨设 2
1 2 1 2 1 2

1

7 16 7 110 , , , ,0 30,
2 3 2 21

kk d k d k k Z k k
k

        、 、 且

1 2 31,k k  这样的 k不存在，矛盾.所以 7 160, ,
2 3

不可以同时在M 中.

10、  0 1,2,... ,ix i n 
1

1.
n

i
i

x


 求证：    
1

2 2 1 .
n n

i
i

x


  
【解析】不等式；柯西不等式或 AM GM 平均不等式.

法一： AM GM 不等式.调和平均值  2
1
2

n
nn n in i

i i

nH G x

x

   
 
   




，

则  1 2
22

2

n
n in i

i i

n x

x

 
 
   




，    1 2 2

2

n n
nn i in i iii

i i

n x x
xx

x

   
 
   

 


可得

 
2 2

2
2

n

n
i in i

i

n
x

x

 
    



，

  2
2

n
i

n
i in i

i

xn
x

x

 
    



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上述两式相加得
 
 

2 1 2
2 2

2

n n
i

n
i ii in i

i

n x
n

x x
x

    
            
 


，

即    2 1 2
n

n i
i

x   ，即    2 1 2
nn

i
i

x  

法二：由
1

1.
n

i
i

x


 及要证的结论分析，由柯西不等式得    212 2 2 1i
i

x
x

 
    

 
，

从而可设 1
i

i

y
x

 ，且
1 1

1 1.
n n

i
i i i

y
x 

   从而本题也即证    
1

2 2 1 .
n n

i
i

y


  

从而    212 2 2 1
n n

i
i i

x
x

 
    

 
 ，即     22 2 2 1

n n

i i
i

x y    ，

假设原式不成立，即    
1

2 2 1 ,
n n

i
i

x


   则    
1

2 2 1 .
n n

i
i

y


  

从而     22 2 2 1
n n

i i
i

x y    ，矛盾.得证.
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2014北约文科数学试题（参考答案）
1、圆心角为

3

的扇形面积为 6 , 求它围成圆锥的表面积.

【解析】 21 , 6, 2 ,
2

S R R l R      
扇

从而圆锥底面周长为

22 2 , , 6 7 .r S r S            底

2、将 10个人分成 3组，一组 4人，两组各 3人，求共有几种分法.

【解析】平均分堆问题. 10 6 34 3 3 2100.
2!

C C C 


3、
       22 , 1 1, 4 7,

3 3
f a f ba bf f f

     
 

求  2014f .

【解析】观察等式可知，函数显然为线性一次函数，可设   ,f x kx m     1 1, 4 7f f  代

入求得 2, 1,k m   从而  2014 4027.f 

4、    2lg 2f x x ax a   的值域为 ,R 求 a的取值范围.

【解析】值域问题. 24 4 0, 1a a a      或 0.a 

5、已知 1,x y   且 ,x y都为负实数，求
1xy
xy

 的取值范围.

【解析】均值不等式，对勾函数性质.     11 2 , 0 ,
4

x y xy xy        从而 1 17 .
4

xy
xy

 

6、   2 2arctan
1 4

xf x C
x


 


在

1 1,
4 4

  
 

上为奇函数，求C的值.

【解析】  0 0, arctan 2.f C    下面证明：

    2 2 2 2 4arctan arctan 2 arctan 2arctan 2 0.
1 4 1 4 3

x xf x f x C
x x

               

7、等比数列     4 1 1 200 , 6 3 1 200n n m m      的公共项之和.

【解析】此题考察数的同余问题；设公共项为 a， 1mod(4), 3 mod(6).a a 

易得 a最小的数为 9. 4和 6的最小公倍数为12,则
9 12 , .a k k N   9 12 4 200 1, 66.k k      公共项之和为
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 67 9 801
27135.

2
S


 

8、梯形的对角线长分别为5和 7，高是3,求梯形的面积.

【解析】如图，梯形面积为    1 1
2 2

S AB CD h DF EC h    ，易求得 2 10, 4,DF EC 

   1 1 4 2 10 3 6 3 10.
2 2

S DF EC h     

9、求证： tan 3 .Q

【解析】反证法.假设 tan3 ,Q 则 tan 6 , tan12 , tan 24 ,Q Q Q     从而 tan 30 ,Q 矛

盾. tan 3 .Q 

10、已知实系数二次函数  f x 与      ,g x f x g x 和    3 0f x g x  有两重根，  f x 有

两相异实根，求证：  g x 没有实根.

【解析】设   2 ,f x ax bx c     2 ,g x dx ex f  

则由    f x g x ，可得

           22 0, 4 0.a d x b e x c f b e a d c f            

由    3 0f x g x  可得

          223 3 3 0, 3 4 3 3 0.a d x b e x c f b e a d c f            

化简得 2 23 12 4 ,b e ac df   即  2 24 3 4e df ac b   又 2 4 0.b ac 

2 4 0.e df    g x 没有实根.
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2011年北大保送生考试数学试题参考解答
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2012年北京大学保送生考试数学试题及参考解答

1．已知数列 na 为正项等比数列，且 3 4 1 2 5a a a a    ，求 5 6a a 的最小值．

解：设数列 na 的公比为  0q q  ，则
2 3

1 1 1 5a q a q a a q    ，

1 2 3

5
1

a
q q q

 
     2

5
1 ( 1)q q


 

．由 1 0a  知 1q  ．

 4 5 4 5
5 6 1 1 1a a a q a q a q q     

   
4

4
2 2

5 51
1 ( 1) 1

qq q
q q q

   
  

2 2
2 2

1 15 1 5 1 2 20
1 1

q q
q q

   
              

，

当且仅当
2

2

11
1

q
q

 


即 2q  时， 5 6a a 有最小值 20．

2．已知  f x 为二次函数，且         , , ,a f a f f a f f f a 成正项等比数列，求证：

 f a a ．

证法一：设    2 0f x mx nx t m    ，数列         , , ,a f a f f a f f f a 的公

比为  0q q  ，

则             2 2 3, ,f a aq f f a f aq aq f f f a f aq aq     ，

2ma na t aq    ①
2 2( )m aq naq t aq   ②

2 2 2 3( )m aq naq t aq   ③

①②得      2 21 1 1ma q na q aq q      ，

②③得      2 2 2 21 1 1ma q q naq q aq q      ．

若 1q  ，则  f a a ；

若 1q  ， 则  2 1ma q na aq   与  2 1ma q q na aq   矛

盾．  f a a  ．

证 法 二 ： 由         , , ,a f a f f a f f f a 成 等 比 数 列 得
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    
 

   
  

f f f af f af a
a f a f f a

  ，

    
 

      
    

f f f a f f af f a f a
f a a f f a f a


 

 
．

三点                 , , , , ,A a f a B f a f a C f a f a 满足 AB BCk k ，

, ,A B C 三点共线，与 , ,A B C 三点在抛物线上矛盾，  f a a  ．

3．称四个顶点都落在三角形三边上的正方形叫三角形的内接正方形．若锐角三角形 ABC的

三边满足 a b c  ，证明：这个三角形的内接正方形边长的最小值为
sin
sin

ac B
a c B

．

解：如图所示，设正方形MNPQ的边长为 x， AE MN
AD BC

 ，

sin
sin

c B x x
c B a


  ，

sin
sin 2

ac B abcx
a c B Ra bc

  
 

．

同理可得其它两用人才种情况下内接正方形边长为

,
2 2
abc abc
Rb ac Rc ab 

．

     2 2 2 0Rb ac Ra bc b a R c       ，

     2 2 2 0Rc ab Ra bc c a R b       ，

这个三角形的内接正方形边长的最小值为
sin
sin

ac B
a c B

．

4．从O点发出两条射线 1 2,l l ，已知直线 l交 1 2,l l 于 ,A B两点，且 OABS c  （ c为定值），

记 AB中点为 X ，

求证： X 的轨迹为双曲线．

解：以 1 2,l l 的角平分线所在直线为 x轴建立如图所示的直角坐标系．

设 AOx BOx     ， ,OA a OB b  ，  ,X x y ，

则
1 sin 2
2OABS ab c   ，

2
sin 2
cab


 ．

   cos , sin , cos , sinA a a B b b    ，

cos cos ,
2

sin sin ,
2

a bx

a by

 

 

   


(1)
cos 2

(2)
sin 2

x a b

y a b




   


2 2(1) (2) 得

DQ

E

P

NM

CB

A

X

1l

O

y

B

l

A

2l


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2 2

2 2

2
cos sin sin 2
x y cab
  
   ，

 X 的轨迹为双曲线．

5 ． 已 知  1,2, ,10ia i   满 足 1 2 10 1 2 1030, 21a a a a a a      ， 求 证 ：

 1,2, ,10ia i   ，使 1ia  ．

证明：用反证法，假设  1,2, ,10ia i   ， 1ia  ．

令  1 1,2, ,10i ia b i    ，则 0ib  ，且 1 2 10 20b b b    ．

     1 2 10 1 2 101 1 1a a a b b b     

1 2 10 1 2 2 31 b b b b b b b        

1 2 2 321 21b b b b     与 1 2 10 21a a a  矛盾，

 1,2, ,10ia i   ，使 1ia  ．
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2013年北京大学保送生考试数学试题详解

【第 1题】

ABC 内点M 满足 100CMB  ，线段 BM 的中垂线交边 AB于P，线段CM 的中垂线

交边 AC于Q，已知： P、M 、Q三点共线，求 CAB .

解：如图.

180 80PBM QCM PMB QMC BMC        

180 80MBC MCB BMC     

于是 ( ) )( ) 160 , 20ABC ACB PBM QCM MBC MCB BAC            

【第 2题】

正数 , ,a b c满足 a b c  ，求证：
1 1 1
a b c
a b c
 

  
.

解：
1 1

1 11 1 1 1 1 11 1

a b c b c b c
a b c b c b c b c

a b c


      

         


因此原不等式得证.

【第 3题】

是 否 存 在 两 两 不 同 的 实 数 , ,a b c ， 使 直 角 坐 标 系 中 的 三 条 直 线

, ,y ax b y bx c y cx a      共点.

解：原问题即方程组 ax b bx c cx a     有解 ( , , , )a b c x ，其中 , ,a b c两两不同.

c b a cax b bx c cx a x
a b b c
 

       
 

整理
c b a c
a b b c
 


 

，得
2 2 2a b c ab bc ca     ，与 , ,a b c两两不同矛盾.

于是不存在符合题意的实数对 ( , , )a b c .
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【第 4题】

对 1,2, 9 的某非空子集，若其中所有元素的和为奇数，则称为奇子集，问奇子集的个数.

解：设    1,3,5,7,9 , 2,4,6,8M N  ，则奇子集由M 中的 1 个、3 个或 5 个元素以及 N

中的任意个元素组成.因此奇子集共有
1 3 5 4
5 5 5( ) 2 256C C C    个.

【第 5题】

在一个 2013 2013 的正数数表中，每行都成等差数列，每列平方后都成等差，求证：左上

角的数和右下角的数之积等于左下角的数和右上角的数之积.

解：下面证明对 n n 的数表，
*3, ,n n n N 是奇数，命题均成立.

当 2 1n k  时，不妨设数表如图.

a …
2

a b
… b

… … … …

2 2

2
a c

…

2 2

2 2
2

a b c d       
    …

2 2

2
b d

… … … … …

c …
2

c d
… d

于是

2 2

2 2 2 22 22
2 2 2

a b c d
a c b d

              

       2 2 2 2 2 2 2 2 2 22a b c d a c b d a c b d           

     2 2 2 2 2ab cd a c b d    

2 2 2 22abcd b c a d  

ad bc 
因此命题成立.
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