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这是一个浩大舰队远征灿烂宇宙，无比波澜壮阔的时代，

我们每一个人都是这个时代的战士，我们都怀揣着一个名为数学、数学竞赛的梦，无数英勇

的战士前仆后继，坚强的生存与光荣的牺牲交相晖映，

这是一场或许我们用一生都追逐不到尽头的梦，

但是我们无所畏惧，我们引吭高歌，我们竭尽全力，

我们所走过的梦，是用一个个音符所点缀出来的战歌，我们每一个都是唱着歌的追梦人啊！

这个梦带给我们追逐的力量，带给我们迎难而上的拼劲，还有一个绚丽夺目的数学世界，前

方的路虽然很黑，但是请看看在你周围这些带着光芒的人，他们和你一样，和我一样，都是

在这条路上行走的伙伴，

他们和你一样，和我一样，都是这个时代爱数学、爱数学竞赛的傻子们，

嘿，傻子，这个时代欢迎你的到来，

嘿，傻子，加入这个“傻子俱乐部”吧，接下来，让我们一起走吧

—来自傻子俱乐部，最爱你们的小数君
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第ঢಥࠝ国ޝ数学̭ॿତࢸď2019 ભĐ

英 国

第一天

1. ಁჼ数ނน Z. ௐൎပۆ数 f : Z → Z ರԄճఉ࿉ჼ数 a, b ՛ပ

f(2a) + 2f(b) = f(f(a+ b)). 1⃝

解法一 ມ௶ f(x) = 0 ಾୣ଼֯ࠓ.
f(2a) + 2f(b) = f(f(0 + (a+ b))) = f(0) + 2f(a+ b)ēൎྻ

2f(a+ b) = f(2a) + 2f(b)− f(0). (1)

ၼগ a = b Ԅ

f(2a) = 2f(a)− f(0). (2)

ӝద (1) Ԅ

f(a+ b) = f(a) + f(b)− f(0). (3)

গ F (a) = f(a)− f(0)ē႕

F (a+ b) = F (a) + F (b). (4)

F (0) = 0. (5)

უಾೣᄉ的 Cauchy ֺё.
ಁ F (n) = nF (1)ē႕ F (n+ 1) = F (n) + F (1) = (n+ 1)F (1)ēൎྻ F (a) = aF (1), a ∈ Z.

f(a) = aA+ f(0) (A = F (1)). (6)

ߜ (6) ӝదඕંᄯ的ԉ಴Ԅ

2aA+ 2bA+ 2f(0) = A2(a+ b) +Af(0). (7)

࿙น a+ b ௜ఉ࿉ჼ数ē౨಴ӲயࠧӲࢶ A = 2 ನюोēൎྻ·ඕ的ࠓน

f(a) = 2a+ c, a ∈ Z,

ୣᄯ c นఉ࿉ჼ数.
ᆘ౨ൎ೭ēf(x) = 0 ݧ f(x) = 2x+ cďc นఉ࿉ჼ数Đۦ׸ඕ࿉. 单 墫

评注 უԁඕϢӐēఆఆࢶࠅ౨್ēϢઔēྙ֥ࠓտᄵտྂ. ӬྻนუඕઔէԎဟแ国غᄯ॓赛ēૣࣃร
Ρ. ࿙นટ౨್Ϣ一Շટᆳѻᆫڴࠒ܊ēྙϢટͬᄃਠပ೟র.
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解法二 ߜ 1⃝ᄯ a, b ߬ܰᄉ

f(2a) + 2f(b) = f(2b) + 2f(a). 2⃝

ၽ 2⃝ᄯগ b = 0ēပ

f(2a) = 2f(a)− f(0). 3⃝

ߜ 3⃝ӝద 1⃝ᄉ
2f(a) + 2f(b)− f(0) = f(f(a+ b)). 4⃝

ၽ 4⃝ᄯēדιগ a = n, b = n+ 2 ۤ a = b = n+ 1ēn นఉ࿉ჼ数ēပ

f(n) + f(n+ 2) = 2f(n+ 1),

ڃ f(n) = An+BēA,B นШ数ēӝద ပ܊1⃝

A(2a) +B + 2(Ab+B) = A(A(a+ b) +B) +B

ճ ∀ a, b ∈ Z юोēڃ 2A = A2, 3B = AB +BēҶ֗ A = B = 0 ݧ A = 2ēB นఉ࿉ჼ数.
ᄃġf(x)ི࠼ = 0 ݧ 2x+BďB นఉ࿉ჼ数Đۦ׸ඕ࿉. 龚 固
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2. ၽస߸໹ ABC ᄯēԤ A1 ၽΨ BC ౨ēԤ B1 ၽΨ AC ౨. Ԥ P ۤԤ Q ιၽຬխד AA1, BB1 ౨ēਁᆠ

PQ ူ AB ଼໻. ಁ P1 ಾᄐຬ PB1 ౨一Ԥēਁᆠ B1 ၽຬխ PP1 ౨ďϢۃժԤĐய ∠PP1C = ∠BACēफഛ

Շ࿌Ԥ Q1 ၽᄐຬ QA1 ౨一Ԥēਁᆠ A1 ၽຬխ QQ1 ౨ďϢۃժԤĐēய ∠CQ1Q = ∠CBA.
ᄃੜġP,Q, P1, Q1 ങԤ٫ၕ.

证法一 ಁ AA1cBB1 ι߬ד △ABC 的ෳࠄၕဟ P2cQ2ē

႕࿙น PQ ∥ ABēൎྻ ∠PQQ2 = ∠ABQ2 = ∠AP2Q2ēҶ֗ PcQcP2cQ2 ٫ၕēಁუၕน Ω.
࿙น ∠CQ1Q = ∠CBA = ∠CP2Aēൎྻ A1cP2cQ1cC ٫ၕēҶ֗

∠A1P2Q1 = ∠A1P2C + ∠CP2Q1 = ∠ABC + ∠CA1Q1

= ∠ABQ+ ∠QBC + ∠QA1B

= ∠PQB1 + ∠B1QQ1

= ∠PQQ1.

Q1 ၽၕ Ω ౨.
ලस P1 ၽၕ Ω ౨ēৢࠒюो. 单 墫

评注 ·ඕઔէӖؠອӲဟ௦国غᄯ॓赛ēᄃ֥ࠀտ.
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证法二 ཛྷЩ B1P,CB ອ߬ဟ YēA1Q,CA ອ߬ဟ XēAA1, BB1 ອ߬ဟ Rē

႕੡ඕԉޮဟ X,Y,Q1, P1 ٫ၕ.

CX

AX

BY

CY
=

[QCA1] [PBB1]

[QAA1] [PCB1]
=

[RCA1]
BQ
BR

[BAA1]
QR
BR

[ABB1]
PR
AR

[RCB1]
AP
AR

=
[RCA1]

[BAA1]

[ABB1]

[RCB1]

=
[RCB] [ARC]

[ABC]−[BRC]

[BAC] [ABR]
[ABC]−[BRC]

[ABC] [ABR]
[ABC]−[ACR]

[RCA] [BCR]
[ABC]−[ACR]

= 1,

ൎྻ XY ∥ ABēोԄ ∠Y XC = ∠Y P1CēY,X, P1, C ٫ၕ.
ලसࢶᄉ Y,X, P1, C,Q1 ٫ၕēއԄ੡ඕ.
ොܤெ໹ġPB1 ∥ BC 的ெࣣ.

ල஍೭ᄃੜࢶᄉ QA1 ∥ AC.
Үನဎ଼໻ࢶᄉ ∠PP1Q1 + ∠QQ1P1 = 180◦ − ∠ACB = ∠PP1C + ∠QQ1C.
Ԅއ P1, C,Q1 ٫ຬēोԄ ∠QPP1 + ∠QQ1P1 = ∠QPP1 + ∠QQ1C = 180◦. 武江铮
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证法三 ᆴ △ABC ෳࠄၕ ΓēཛྷЩ AA1 ߬ Γ ဟ RēཛྷЩ BB1 ߬ Γ ဟ Sē॓ࠒ SCcSP1cSR.

ဎ ∠BSR = ∠BAR = ∠QPR ᄉ PcQcRcS ങԤ٫ၕēޚนၕ Ω.
ဎ ∠BSC = ∠BAC = ∠PP1C ᄉ B1cScP1cC ങԤ٫ၕ.
ဟಾ ∠SP1B1 = ∠SCB1 = ∠SBA = ∠SQPēއ ScP1cQcP ങԤ٫ၕ.
ڃ P1 ၽ Ω ౨ēලस Q1 ྙၽ Ω ౨.
ڃ PcQcP1cQ1 ങԤ٫ၕēᄃΘ. 程国根
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证法四 ಁᄐຬ PQ ူ AC,BC ι߬ဟד D,EĢಁ P2 ၽ PA1 的ཛྷЩຬ౨ēਁᆠ ∠A1CP2 = ∠A1ABĢ

ಁ Q2 ၽ QB1 的ཛྷЩຬ౨ēਁᆠ ∠B1CQ2 = ∠B1BA. ႕ A,B, P2, C,Q2 ๔Ԥ٫ၕ.

ၼဎ PQ ∥ AB Ԅࢶ P,E, P2, C ങԤ٫ၕēQ,D,Q2, C ങԤ٫ၕ.
ဎඕ P,D, P1, C ങԤ٫ၕēQ,E,Q1, C ങԤ٫ၕ.
ဎອ߬ຟՇस

A1Q ·A1Q1 = A1E ·A1C = A1P2 ·A1P,

B1P ·B1P1 = B1D ·B1C = B1Q2 ·B1Q,

ဟಾ P,Q, P2, Q1 ങԤ٫ၕēQ,P,Q2, P1 ങԤ٫ၕ.
ဎ PQ ∥ AB ރྻ A,B, P2, C,Q2 ๔Ԥ٫ၕԄ ∠A1PQ = ∠A1AB = ∠P2Q2B.
ဟಾ P,Q, P2, Q2 ങԤ٫ၕēဟಾ P,Q, P2, Q1, P1, Q2 ঢԤ٫ၕ. 阳泉十一中 崔志浩
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3. 一ّပ 2019 ੠ဈܜ的ಀ߬ฉ৮ēუ些ဈܜᄯပ੶些ఆಾۚဖڑຂēუऺ的ۚဖڑຂಾອܚ的. ຏ೭事ߑၽ
൐ਬᄍᄯֱ؏֟ಓēய一խನ޷ઝᄚ֟ಓ一ұġ

ပసّဈܜ A,B,C ਁᆠ A ಾ B ူ C 的٫ලۚဖய B,C ಓನēB,C֟ߑຂēၽ事ڑਠပۚဖ޷ юนۚ

ဖய A ူ B,C .ຂڑ҂ۚဖࠓ࢈ ୣ൑的ۚဖڑຂͬ࢈ћϢέ.
ಳನēပࢗ 1010 ّဈܜਤఆပ 1009 ّۚဖēখෳ的 1009 ّဈܜਤఆပ 1010 ّۚဖ. ᄃੜġӉၽ一ّ事

.ᄠտပ一ّۚဖܜਤّဈ܊༝ॹರԄୣ֟ಓᄍߑ

证法一 ဈ 2019 ّՄԤ的෍ࣿζವูඕēଔဖڑຂဈॕΨζವēਤұЀᆴߜΨ AB,AC έюΨ BCē஍

ඔಾ BC ํΨēუّЀᆴޚน T (A;BC). ંγಾԄӾ一ّ෍ēਤّՄԤէ数ᄠտน 1. ဈ Kn ζವ n ّՄԤ的

෻௦෍.
೎ຕēဎѺಳඨߑēఉۥ०ّՄԤ的է数ۤбڶ 2017ē࿙Ү०ّՄԤݧრອঃēݧრပ公٫的ঃԤē࿙Ү

Ѻಳ෍ಾॕඹ的. ᅟ࿉ၽЀᆴ的ڶёᄯਤّՄԤ的է数୥૝໿Ϣέē࿙ҮѺಳெࣣຏ෍的ਤّॕඹדᄆပ୥数
էՄԤ. ຏੋᄃੜēఢڴ෍ྻࢶЀᆴēᆙಾྻࢶುӲЀᆴēರԄЀᆴ܊ਤّॕඹדᄆݧრပ୥数էՄԤēݧრ
ᄚပ一ّՄԤēωயਤّॕඹדᄆϢಾ Kn, n ≥ 3. ճЀᆴϤ数ڢઌēѺಳெࣣມ௶.

೎ຕē࿙นЀᆴڶёᄯͬћՄԤէ数୥૝໿ē࿙ҮϢ؟έॕඹדᄆൎۃՄԤނ的ЀᆴᆙಾϢСಓᄚပ૝数

էՄԤ的ॕඹדᄆ. Ϣ؟έॕඹדᄆൎۃՄԤނನē࿙นუّॕඹדᄆઝ的Ψ数߈౲ēྙϢݖСಓ୾ಾ෻௦෍
的ॕඹדᄆ.

ಁ A ಾ一ّࢶЀᆴՄԤď࿉഑ಾྻࢶပ੶Ѐᆴ T (A;BC)ĐēಁЀᆴ஍的෍ၽ௠Ե A Ԥ܊໹юॕّދඹד

ᄆēୣᄯͧۃ A 的ঃԤ的דᄆޚน N1, N2, · · · , Ns.
య s = 1ēಁ A 的ঃԤ B,C ∈ N1ēࠩࢶ໻Ѐᆴ T (A;B,C)ē႕ҮЀᆴݧრϢ؟έॕඹדᄆēݧრСಓ A

ԤӦ՟໹ю一ّדᄆďA ঃԤᄚပ B,C 的ெ໹Đē࿙ҮЀᆴۦ׸܊ပ୥数էՄԤ的ྑௐ. ఢڴЀᆴ܊Сಓॴ一
ّ෻௦෍ Kn, n ≥ 3ē႕ A Ϣ೫ဟუّ KnēЀᆴ஍ A ࠧူუ n ّԤᄯ的 B,C ອঃēn ّԤᄚ௬一ඨΨ BCē

ಁ D ಾ n ّԤᄯখ一ԤēߜࢶЀᆴ؟น T (D;B,C)ēϢ؟έॕඹדᄆຣᅱ.
య s ≥ 2ēయ੶ّ Ni ۃ 2 ౨ྻݧّ A 的ঃԤēಁน B,Cē௜খ一ّ Nj ۃ A 的ঃԤ Dēճ AB,AD Ѐ

ᆴϢ؟έਤّॕඹדᄆൎͧۃ的ՄԤēͬћਤّՄԤէ数的୥૝໿ēྙͬᄃॴЀᆴ܊ϢСಓॕඹ෻௦ᆐ෍.
య s ≥ 2ēਤّ Ni ᄚۃ一ّ A 的ঃԤēޚน Bi. ճਤّ NiēయϢസ ABi ΨēBi է数ಾ୥数ē႕ Ni ᄯ

খပ୥数էՄԤ. యϢസ ABi ΨēBi է数ಾ૝数ē႕ Bi Ѐᆴ஍է数น୥数ēఉۥЀᆴ܊ēBi 的է数ಾ୥数.
࿙Үࠩ໻ T (A;B1, B2) ēਤّ܊ Ni ൎၽדᄆပ୥数էՄԤēA ൎၽדᄆݧრပ੶ّ Ni, i ≥ 3ēݧრᄚပ A 一

ّԤďs = 2 ನĐ. Ѐᆴ T (A;B1, B2) ۃრಾݧᄆน෻௦෍ēדēయСಓ໭的ॕඹ܊ N1, N2 的דᄆēუّדᄆ

ᄚပ N1, N2 ᄍ޷的一ඨΨ B1, B2ē࿙Ү N1 = B1, N2 = B2ēСಓ的෻௦෍ಾͧۃ B1, B2 的 K2Ģݧრუّ໭

的෻௦෍ॕඹדᄆͧۃ A ۤ N3ďs Ρ௶น 3Đēୣᄯ N3 ۤ A ᄍ޷ᄚပ一Ψ AB3ēఏ௶的Ӿ K2.
ᆘ౨ൎ೭ēྻࢶ一ᄐЀᆴຏ௠ēϢСಓ௦ಾ૝数է的ॕඹדᄆēݧრॕඹדᄆ Kn, n ≥ 3. ਤұЀᆴΨ数߈

౲ 1ēӾϢટЀᆴ的ನ܉ēࢩГ一ّॕඹדᄆ. ఢڴϢಾ෻௦෍ē௜一ඨ௬ಞ的Ψ ABēྻރ一ඨҶ A Ӿ B

的ԁাēA = A1, A2, · · · , Ak = BēAiAi+1 ອঃē႕ပ੶ّ iēರԄ AAi ပΨēAAi+1 ํΨēࠩྻࢶ໻Ѐᆴ

T (A;Ai, Ai+1)ē਑ջ. ࿙ҮӾϢટЀᆴನēਤّॕඹדᄆಾ෻௦෍ K2 ݧ K1ēਤّՄԤէ数ಾ 0 ݧ 1ēᄃΘ.
罗 炜
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证法二 ೎ຕᅟ࿉Ӿ一ّ事ಬēఉۥЀᆴϢ؟ݖέՄԤէ的୥૝໿ēயਤ 1 ұЀᆴ୾ۚರ෍的Ψ数߈௠ 1.
ы一ّ෍ಾqۚr的ēఢڴ൑ࠩྻࢶ໻ುӲ的ЀᆴēರԄୣέนਤّՄԤ的էᄠտน 1 的ᅱൟēߜუّڶ

ёыนۚ෍的qࠓߦr.
1. ຕᄃੜē一ّॕඹ෍యပ 1 ّԤ的էน 1ē႕უّॕඹ෍ಾۚ的. ճΨّ数 m ࠩ໻ڢઌᄃੜუྂ的෍ࢶ

.ࠓߦྻ
m = 0, 1, 2 ோࢶއࡨ. ެಁ 0, 1, 2, · · · ,m− 1 ৎࢩюोē࢈ m ඨΨ的෍ Gēಁ d(A) = 1ēA ॴখ一ّࠄॕ

Ԥ B. ဎဟ G ಾॕඹ෍ēד 3 ᄵெࣣඉৢġ

1.1 B ॴখ一ّׄࠄॕ 1 էԤ CēҶ B Ӿ C 的াࡅϢΡڶ࠼Ψ BCďӲ௶一ՇϢڶ BAĐ. Үನճ ABC

ࠩ໻ЀᆴēΨ AB,BC έน AC. უّ෍ఏ௶ಾॕඹ෍ēΨ数߈౲ 1ēA Ԥ的էఏน 1ēဎڢઌެಁēუّ෍

ಾۚ的.ďఢ෍ 1Đ

1.2 B ॴখ一ّׄࠄॕ 1 էԤ CēҶ B Ӿ C 的াࡅΡڶ࠼Ψ BC. ႕௠ԵΨ BC юॴ०ّדēუّ෍܊

ॕඹדᄆēய B ۤ C .ᄆד೫०ّॕඹד Гࢩ C ൎၽ的ॕඹדᄆēͧۃ B Ԥۤ BC ൎၽΨēᆴน的ӽѻᆐ

෍ G′ďఢ෍ 2Đ. ၽ G′ Ӳᄯರဈڢઌެಁࠩ໻ࠓߦēဎဟ C ׄ 1 էԤēൎྻࠓߦЀᆴ߈౲的Ψׄ 0. ෻ࠓߦ
ю܊ēG′ ᄯۤ B ॕඹ的Ψᄚပ BC ′ 一ඨēୣᄯ C ′ ಾ G′ ᄯ੶ّԤ. ճ ABC ′ 的ॕඹדᄆರဈڢઌެಁࢶއ.

1.3 B น࢈的Ԥࠄॕ 1 էԤ. Үನუّ෍ಾ一ّ຿ఐࣨ෍ēྜྷԤ००ଅճēճ B Ԥࠩ໻Ѐᆴࢶއ.ď෍ 3Đ

2. ఉ࿉ճ෍ࠩ໻Ѐᆴ σ1σ2σ3 · · ·ēၽЀᆴڶёᄯͬћ෍的ॕඹ໿. ဎဟ෍的Ψ数ಾပຫ的ēൎྻΡ௶ၽࠩ
໻੶ұЀᆴ σk ᄍ܊ēϢࠩڕ໻಩ਙྂ的Ѐᆴ՛ݖರԄ෍Ϣॕඹ. ຏᄃੜၽ σk ᄍ܊ēԄӾ的෍ G ပ 1 էԤ. ࢩ
ৎ G 的ᆫЩাġ

2.1 ఢڴᆫЩাЩէน 0 ݧ 1ē႕ G ϢӉၽ一ّԤէนᄠ౲ 2ēG .的ᆫᄴ໹ߑಾਁᆠඨ࠼ྸ
2.2 ఢڴᆫЩাЩէน 2ēಁน ABCēެಁ d(A) ̸= 1ē႕ A ᄚટۤ C ēCࠄॕ ྙᄚટۤ A ēဎဟࠄॕ

უّ෍的ࠈ数Ϣ౲ဟ 4ēൎྻ ABC Ρပୣ൐ঃԤ Dēॕ BēҮನ DBAC นٗЩাē਑ջēൎྻ d(A) = 1.
2.3 ఢڴᆫЩাЩէ ≥ 3ēಁน A0A1A2A3 · · ·Asēެಁ d(A0) ̸= 1ēဎဟ A0 的ঃԤΡ௶ၽუّাӲᄯ.
2.3.1 A0 Ϣॕ Asē௜ᆫӖ的 j ರԄ A0 ॕ AjēճΨ A0Aj , AjAj+1 Ѐᆴέน A0Aj+1ē෍ఏ௶ॕඹēუۤ

ϢટЀᆴ਑ջ.

2.3.2 A0 ॕ AsēҮನ A0A1A2A3 · · ·AsA0 ಾ௡ē

2.3.2.1 s ̸= 2018ēҮನ෍GܮပԤϢၽ௡౨ēဎဟGಾॕඹ෍ēಁ Bॕ AiēҮನ BAiAi+1 · · ·AsA0A1 · · ·
Ai−1 ಾٗЩাē਑ջ.
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2.3.2.2 s = 2018ēߜუّ௡ܢю一ّჾ 2019 Ψ໹ēဎဟუّ෍ပ୥էԤ Aiēൎྻ G Ӊၽ੶一ඨճ߸ຬ

ྻ Ai น一ժԤ. ဎဟ୥数 d(Ai) ̸= 2018ēൎྻ G ᄯပ੶ඨճ߸ຬ AiAj ອॕēய AiAj+1 ϢॕēߜΨ AiAjc

AjAj+1ēέนΨ AiAj+1ēͬћॕඹ໿ēუူఉۥЀᆴ୅ॕܪඹ໿਑ջĈ

ൎྻ෍ G ᄯပ 1 էԤēဎ第一Ϥ的އৢࠒᄃ. 姚博文
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第二天

4. ௐൎပჾჼ数ճ (k, n)ēਁᆠ k! = (2n − 1) (2n − 2) (2n − 4) · · ·
(
2n − 2n−1

)
.

解法一 უᄵူჾჼ数ອڑ的ඕēࠓ数Ӗտပຫ.
ຕೋ一ຏēၽ n = 1, 2, 3, 4, 5 ನēᄚပࠓ (k, n) = (1, 1), (3, 2).
ྻຏಁ n ≥ 6ēᆴޙٹᄃੜํࠓ. सဎďѺϤᄐࢄĐಾ k! ۳Ӗďဎ Stirling 公಴ēӖၟбڶ

(n
e

)n
Đ.

ࠀ඘ᆳࣿē೎ຕΑ࡮ k ူ n 的Ӗ໌ēဎဟᄩ࿙数 2 ၽ౨಴ဗΨ的ᄗ数น

0 + 1 + 2 + · · ·+ (n− 1) =
n(n− 1)

2
,

֗ၽ k! ᄯ 2 的ᄗ数น k − s(k)ēୣᄯ s(k) น k ၽ二ࠩᄥᄯ的数ᆓۤēມ௶ s(k) ≥ 1ēҶ֗

k ≥ n(n− 1)

2
+ 1.

n ≥ 6 ನēk ≥ 16ēუನ

k! ≥ 15!× 16× 17× · · · ×
(
n(n− 1)

2
+ 1

)
> 240 × 16

n(n−1)
2 +1−16+1 = 240+2(n2−n−28)

= 22(n
2−n−8) = 2n

2

× 2n(n−2)−16 > 2n
2

> (2n − 1)(2n − 2)(2n − 4) · · · (2n − 2n−1).

·ඕߜၐԉ಴ဗΨਤّ࿙ᆐ՛ᆴน 2nēࢶസಾݾҹЁ的ޙٹēӬྙྸᆠูࢅࠓٴඕ. 单 墫

解法二 n = 1, 2 юोēຏಁ n ≥ 3.
ဎဟ ∀ m ∈ N+ē

V2(m!) =
+∞∑
i=1

[m
2i

]
<

+∞∑
i=1

m

2i
= m,

ൎྻ

n(n− 1)

2
= V2

n−1∏
j=1

(2n − 2j)

 = V2(k!) < k,

ൎྻ k >
n(n− 1)

2
ēൎྻ

k! =
k∏

j=1

j >

n(n−1)
2∏

j=1

j >
∏

n2−2n+1
4 ≤j≤n2−n

2

j >
∏

n2−2n+1
4 ≤j≤n2−2n

2

n2 − 2n

4
≥
(
n2 − 2n

4

)n2

4

ďუಾ࿙น௕޷ [
n2 − 2n+ 1

4
,
n2 − n

2
] ᄯჼ数ّ数 ≥ n2

4
Đ.

ൎྻ (2n)n >

(
n2 − 2n

4

)n2

4

ēއ 2n
2

>

(
4

√
n2 − 2n

4

)n2

ēൎྻ 2 >
4

√
n2 − 2n+ 1

4
ēൎྻ (n − 1)2 < 64ē

ൎྻ n ≤ 8.
n = 8 ݧ n = 7 ನē127 | k!ēൎྻ k ≥ 127ēӬ ∀ m ≤ 8ē101 - 2m − 1ēൎྻ 101 - k! ⇒ k ≤ 100ē਑ջĈ

n = 6 ݧ n = 5ēල౨ē31 | k!ē29 - k!.
n = 4ēk! = 15× 14× 12× 8 = 20160ēׄࠈѐ数.
n = 3ēk! = 7× 6× 4 = 168ēׄࠈѐ数.
ൎྻ n = 1, 2. 姚博文
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解法三 ࿤सġn ≥ 5 ನē

(
n(n− 1)

2
+ 1

)
! > (2n − 1)(2n − 2)(2n − 4) · · · (2n − 2n−1).

Ӳ n = 5 ನēིᄃᄉюो.
ಁ n = m ≥ 5 ನюोēࢩГ n = m+ 1. ᄚ༓ᄃ(

m(m− 1)

2
+ 2

)(
m(m− 1)

2
+ 3

)
· · ·
(
m(m+ 1)

2
+ 1

)
≥ (2m+1 − 1)(2m+1 − 2)(2m+1 − 4) · · · (2m+1 − 2m)

(2m − 1)(2m − 2)(2m − 4) · · · (2m − 2m−1)

= 2m(2m+1 − 1),

֗ (
m(m− 1)

2
+ 2

)(
m(m− 1)

2
+ 3

)
· · ·
(
m(m+ 1)

2
+ 1

)
≥
(
m(m− 1)

2
+ 2

)m

≥ 12m > 2m(2m+1 − 1),

.࿤सюोڃ
ရဎ 21+2+···+(n−1) | k! ᄉ

k >

[
k

2

]
+

[
k

22

]
+ · · ·+

[
k

2t

]
+ · · · ≥ 1 + 2 + · · ·+ (n− 1) =

n(n− 1)

2
,

ڃ n ≤ 4ēིᄃᄉ n = k = 1;n = 2, k = 3 ٫०ّࠓ. 龚 固

解法四 แਬຕ数ԉ಴ᄯē2 的ֺੂ数.

v2((2
n − 1)(2n − 2)(2n − 22) · · · (2n − 2n−1)) = 1 + 2 + · · ·+ (n− 1) =

n(n− 1)

2
.

খ一ֺੋēٔ࡬ Legendre ԉ಴ē

v2(k!) =

+∞∑
j=1

[
k

2j

]
< k(

1

2
+

1

4
+ · · · ) = k.

แਬၼ数ԉ಴०Ψ的 3 的ֺੂ数.
ມ௶ē3 | 2x − 1 ⇔ 2|xēٔ࡬ LTE ࿤सďಖੂՇसĐġv3(4

x − 1) = 1 + v3(3).
ဟߋ Legendre ԉ಴的ᄃੜēแਬᅟ࿉Ӿġ

v3((2
n − 1)(2n − 2)(2n − 22) · · · (2n − 2n−1)) = v3((2

n − 1)(2n−1 − 1) · · · (2− 1))

=
[n
2

]
+ v3

([n
2

]
!
)

<
[n
2

]
+
[n
2

](1

3
+

1

9
+ · · ·

)
=

3

2

[n
2

]
.

খ一ֺੋēแਬပ

v3(k!) ≥
[
k

3

]
>

k

3
− 1.

ဟಾē
k

3
− 1 <

3

2

[n
2

]
≤ 3

4
n.

ۦࠒ
n(n− 1)

2
< k ᄉē

n(n− 1)

2
< k <

9

4
n+ 3ēൎྻ 2n2 − 11n− 12 < 0, 1 ≤ n < 6.

ᅏϤིᄃԄ (k, n) = (1, 1), (3, 2). 吴宇培
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5. ̸എ࿟໻֟໻的࿷Λၽ一ੋ౨ᅜပ Hēၽখ一ੋ౨ᅜပ T . ပॆڷ n ਛუྂ的࿷Λωߜუ些࿷ΛҶᆰᄠ

ဗ૦ю一໻. ൐ֱ؏ԙࠩ໻ఢຏЀᆴġఢڴ୾ပ k (> 0) ਛ࿷Λ H ੋд౨ē႕൐ߜҶᆰᄠဗ的第 k ਛ࿷Λ

֪ᅧĢఢڴൎပ࿷Λ՛ಾ T ੋд౨ē႕පᄘЀᆴ. ैఢ ġӲ n = 3ēωயѺಳᅱൟಾ THTē႕Ѐᆴڶёน

THT → HHT → HTT → TTTēᆙ٫ࠩ໻ॴసұЀᆴ܊පᄘ.
ďaĐᄃੜġճਤّѺಳᅱൟēॆڷᆙၽပຫұЀᆴ܊පᄘ.
ďbĐճਤّѺಳᅱൟ Cēޚ L(C) นॆڷҶѺಳᅱൟ C ಳᄠපᄘЀᆴನ的Ѐᆴұ数ēैఢࢗ L(THT ) = 3ē

L(TTT ) = 0. ௐ C ௜βൎပ 2n ટ的ѺಳᅱൟನԄӾ的ࢶّ L(C) 的଼࢈ᄔ.

证法一 ဈ sn, tn ԉζವ一ّ一͎的Щน n 的 H,T ༝ॹēဈ HmskT
n फ໸的ᆓ׸ґζವ m ّ Hēґࠄ

༝ॹ skēࠄᆂґࠄ n ّ T 的༝ॹēဈ sn →a tn ζವ༝ॹ sn ڶ࠼ a ϤЀᆴӾ tn. ѻఢຏ໿ᄩġࢡྻࢶ

• Hsn →L(sn) HTnēއਤّ H ёူ௠Եუّڶಳ的༝ॹ的Ѐᆴࢗ H 的༝ॹ的Ѐᆴڶёճ࿫ອලēၼަ౨

一ϤЀᆴྻࢶපᄘ.

• TsnHTm →L(sn) T
n+1HTm.

• Tn+1HTm → HTnHTm → H2Tn−1 → HTm → · · · → Hn+2Tm → Hn+1Tm+1 → HnTm+2 → · · · →
Tm+n+2ēL(Tn+1HTm) = 2n+ 3.

ಁ Ln ζವЩน n 的༝ॹЀᆴұ数的࢈ᄔē႕ L0 = 0, L1 =
1

2
ē

Ln =
1

2
(Ln−1 + 1) +

n−2∑
i=0

(2iLi + 2i+ 3)2−n,

Ԅࠓ Ln+1 = Ln +
n+ 1

2
ēLn =

n(n+ 1)

4
.

ਤّѺಳᅱൟပຫϤපᄘၽ౨ੋ的ᄃੜᄯྙಾມ௶的. 罗 炜

证法二 ޚ An นൎௐ଼࢈ᄔēუྂ A0 = 0, A1 =
1

2
, A2 =

3

2
.

1. ੬มน T 的༝ॹပ 2n−1 ّ. ဎဟ੬ม的 T ࿵ູ஍ੋ的ݖēྙϢੋ֪΄ݖϢޛ n− 1 ّ的֪ੋēൎྻუ

2n−1 ّ的଼࢈ᄔน An−1.
2. ௦Ϧน H 的༝ॹပ 1 ّē༓ྑ n ұЀᆴ.
3. ੬มน Hē೎ّ T ၽ第 k ส的༝ॹďྙ࡜ಾࢗ෈ပ k − 1 ّ HĐပ 2n−k−1 ّē໹ఢ HHH . . .HT ∗

∗ ∗ ∗ ∗Hēୣᄯပ n− k − 1 ّq∗rďыน܃ౄ࿷ΛĐ. ᅟ࿉Ӿē҂ׄ܃ౄ࿷Λ௦Ϧน TďҮನੋ֪ݖ第 k ส的

TĐē׮႕ϢݖЀᆴఉ܃ׄۥౄ࿷Λē֗܃ౄ࿷Λᄯပ j ّ H ನē֪ੋ的࿷Λಾ第 k + j สēჾۚಾၽ܃ౄ࿷

ΛᄯҶᆰชဗ数第 j ส. ൎྻუ些܃ౄ࿷Λέน௦ T ຿౨ē༓ྑ An−k−1 ұЀᆴ.
უྂ a0 = 0, a1 =

1

2
, a2 =

3

2
, a3 =

6

2
.

an =
an−1

2
+

an−2 + 2n− 1

4
+

an−3 + 2n− 2

8
+ · · ·+ a2 + n+ 3

2n−2
+

a1 + n+ 2

2n−1
+

a0 + n+ 1

2n
+

n

2n

an−1 =
an−1

2
+

an−2

4
+

an−3 + 2n− 3

8
+ · · ·+ a2 + n+ 2

2n−2
+

a1 + n+ 1

2n−1
+

a0 + n

2n
+

n− 1

2n

an − an−1 =
2n− 1

4
+

1

8
+

1

16
+ · · ·+ 1

2n−1
+

2n+ 1

2n
− 2n− 1

2n
=

2n− 1

4
+

1

4
=

n

2
, ∀ n ≥ 2.

ൎྻ an =
n(n+ 1)

4
. 姚博文
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6. ၽబ߸స߸໹ ABC ᄯēI ಾઝ໯ēAB ̸= AC. స߸໹ ABC 的ઝ஭ၕ ω ူΨ BC,CA ۤ AB ιອ஭ဟד

Ԥ D,E ۤ F . Ԥڶ D யҜᄐဟ EF 的ᄐຬူ ω 的খ一Ԥ߬Ԥน R. ᄐຬ AR ူ ω 的খ一߬Ԥน P . స߸໹
PCE ۤస߸໹ PBF 的ෳࠄၕ߬ဟখ一Ԥ Q. ᄃੜġᄐຬ DI ۤ PQ 的߬ԤၽڶԤ A யҜᄐဟ AI 的ᄐຬ౨.

证法一 ಁ ⊙O ಾ △ABC 的ෳࠄၕēAI ߬ ⊙O ဟ Nē႕ N ಾܖ÷BC 的ᄯԤēရಁ M ಾܖúBAC 的

ᄯԤē႕ M,O,N ٫ຬēய ∠MAI = 90◦.

ಁ DI,MA ߬ဟ Xēᄚ༓ᄃ X,P,Q ٫ຬ.
ဎဟ

∠BQP + ∠CQP = ∠BFP + ∠CEP = ∠PEF + ∠PFE = 180◦ − ∠EPF

= 180◦ − ∠AEF = 90◦ +A/2 = ∠BIC

ڃ B,C, I,Q ങԤ٫ၕ.
ဎဟ NI = NB = NCē؞ޚၕน ⊙N .
ಁ MI ၼұ߬ ⊙O ဟ T .
ᅟ࿉Ӿ △RFE ∼ △IBCēڃ △AFE&R ∼ △MBC&I.
ဎဟ ∠BAR = ∠FAR = ∠BMI = ∠BMT = ∠BATēڃ A,R, T ٫ຬ.
ಁ MI ၼұ߬ ⊙N ဟ Sēဎဟ ∠MTN = 90◦ēڃ ST = TI.
ဎဟ △AFE&R&P&I ∼ △MBC&I&S&Nēڃ

PA

MS
=

AI

MN
.

ဎဟ ∠PID = 2∠PRD = 2∠TAN = 2∠TMN = 2∠TIDēڃ ∠TIP = ∠TID = ∠NMI.
ရဎဟ ∠ITP = ∠MTA = ∠MNA = ∠MNIēڃ △TIP ∼ △NMIēࠩ֗ᄉ

TP

TI
=

NI

NM
.

ဟಾ
AX

XM
· MS

ST
· TP
PA

=
AI

IN
· TP
TI

· MN

AI
=

TP ·MN

IN · TI
= 1,

ࠩ֗ճဟ △AMTēဎਜ઼घഎՇसᄉ X,P, S ٫ຬ.
ဎဟ ∠BQP = ∠BFP = ∠FEP = ∠BCS = ∠BQSēڃ Q,P, S ٫ຬ.
ᆘ౨ᄉ X,P, S,Q ٫ຬēއ੡ඕԄᄃ. 曹珏赟
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证法二 ڶ A ᆴ AI Ҝຬ߬ DI ཛྷЩຬဟ Sē

ಁ PS ߬ၕ I ဟ NcEF ဟ Tēಁ EF ᄯԤน MēDS ߬ၕ I ဟ Kē߬ EF ဟ L.
ဎ ∠DRP = ∠IAR = ∠IAK = ∠IKM ᄉ KcMcP సԤ٫ຬ.
ဎ ScM ٫ᡂᄉ DcMcN సԤ٫ຬ.
ဎܒԼՇसᄉ ML = MT .
ڶ S ιᆴד NFcNE 的଼໻ຬē߬ ABcAC ဟ UcVē

FU

EV
=

S△NFU

S△NEV
· NE2

NF 2
=

S△NFS

S△NES
· DF 2

DE2
=

FT

ET
· DF 2

DE2

=
EL

FL
· DF 2

DE2
=

DF

DE
· sin∠LDE

sin∠LDF
=

DF

DE
· sin∠ICE

sin∠IBF
=

BF

CE

ڃ
FU

BF
=

EV

CE
.

ڶ B ᆴ FN 的଼໻ຬ߬ PS ဟ Qē႕

SN

NQ
=

FU

BF
=

EV

CE
,

ڃ CQ ∥ NEēڃ ∠BQP = ∠FNP = ∠BFP, ∠CQP = ∠ENP = ∠CEP .
ڃ Q น ⊙(PBF ) ူ ⊙(PCE) 的߬ԤēᄃΘ. 刘小平
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有没有人和你说过一句话，你学数学、数学竞赛的样子真的好帅，

没有？那现在，就在前一秒，我对你说了。

—来自最爱你的小数君

傻子俱乐部等着你来！（微信公众号，数学竞赛的那些事儿，VKX[XHMLQJVDL���）
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